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	ПЛАНИМЕТРИЯ

Так называется раздел геометрии, в котором изучаются фигуры 

на плоскости.

ПРЯМЫЕ И УГЛЫ НА ПЛОСКОСТИ

	ВИДЫ УГЛОВ
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	ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПРЯМЫЕ

Так называются прямые, которые не пересекаются.

	Признаки и свойства параллельных прямых

	Накрест лежащие углы: 
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внутренние,
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	Односторонние углы:
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	Соответственные углы
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	Признаки и свойства параллельных прямых

 (продолжение)

	
[image: image8.wmf]а

с

b


Две прямые, параллельные 

третьей, параллельны:

(а(b, а||c, b||с) ( (а||b).
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Две прямые, перпендикулярные третьей, параллельны:

(а(с, b(с) ( (а||b).

	Теорема Фалеса.

Если параллельные прямые, пересекающие стороны угла, отсекают на одной стороне угла равные отрезки, то они отсекают равные отрезки и на другой стороне угла.

	     [image: image10.wmf]
	Верно и обратное: если некоторые прямые, не пересекающиеся внутри угла, отсекают на одной стороне угла равные между собой отрезки и на другой стороне тоже равные между собой 

отрезки, то такие прямые параллельны.
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	Параллельные прямые, пересекающие стороны угла, отсекают на сторонах угла пропорциональные отрезки:
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	ПЕРПЕНДИКУЛЯРНЫЕ ПРЯМЫЕ

Так называются прямые, которые пересекаются под прямым углом.

	Свойство перпендикулярных прямых 
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	Через каждую точку прямой можно провести перпендикулярную ей прямую и только одну.



	Перпендикуляр и наклонная
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	Перпендикуляр короче любой наклонной, проведенной к прямой из той же точки.



	
[image: image16.wmf]
	У равных наклонных, проведенных из одной и той же точки, проекции равны. Верно и обратное: если проекции наклонных равны, то равны и 

наклонные.
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	Из двух наклонных, проведенных из одной и той же точки, больше та, у которой проекция больше. Верно и обратное.


	ТРЕУГОЛЬНИКИ

	ВИДЫ ТРЕУГОЛЬНИКОВ
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	Соотношение между сторонами и углами в 

треугольнике
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	Сумма углов треугольника равна 1800:

(+(+( =1800.

Против большей стороны лежит больший угол:

b ( a ( ( ( (.

	Теорема синусов:
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где R – радиус описанной окружности около треугольника.

Теорема косинусов:

c2 = a2 + b2 –2ab cos (.

	Признаки равенства треугольников
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По двум сторонам и углу между ними.
	
[image: image25.wmf]По одной стороне и двум прилежащим к ней углам.
	
[image: image26.wmf]
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	Признаки подобия треугольников
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По двум пропорциональным сторонам и углу между ними:
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По двум равным углам.
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По трем пропорциональным сторонам:
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	Замечательные линии треугольника

	
[image: image35.wmf]
	Медиана - отрезок, соединяющий вершину треугольника с серединой противолежащей стороны.         



	
[image: image36.wmf]
	Биссектриса - отрезок, который соединяет вершину треугольника с точкой на противолежащей стороне и делит внутренний угол пополам.

	
[image: image37.wmf]
	Высота - перпендикуляр, опущенный из вершины треугольника на прямую, содержащую противолежащую сторону треугольника.
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	Средняя линия - отрезок, соединяющий середины двух сторон треугольника. 

Свойство средней линии.

Средняя линия треугольника параллельна одной из сторон и равна её половине:

            MN || АС,      MN=
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	ПРЯМОУГОЛЬНЫЙ ТРЕУГОЛЬНИК
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	Теорема Пифагора.

Сумма квадратов катетов равна квадрату гипотенузы:

a2 + b2 = c2.

Следствия из теоремы:

a2 = c2 – b2, 

b2 = c2 – a2


	Соотношение между сторонами и углами в

прямоугольном треугольнике
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	Синус:
sin 
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Косинус: 

cos 
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	Тангенс: tg 
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	Частные случаи прямоугольных треугольников
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 EMBED Equation.3 [image: image53.wmf]
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	ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКИ

	ОСНОВНЫЕ  ВИДЫ  ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИОВ
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	ПАРАЛЛЕЛОГРАММ

Так называется четырехугольник, у которого противолежащие 

стороны параллельны.

	Свойства параллелограмма
	Признаки параллелограмма

	1. В параллелограмме противоположные углы равны.


[image: image59.wmf]
2. В параллелограмме противоположные стороны равны.


[image: image60.wmf]
3. Диагонали параллелограмма точкой пересечения делятся 

пополам.


[image: image61.wmf]
	1. Если в четырёхугольнике две противоположные углы равны, то этот четырёхугольник -  параллелограмм.

2. Если в четырёхугольнике противоположные стороны попарно равны, то этот четырёхугольник -  параллелограмм.

3. Если в четырёхугольнике диагонали пересекаются и точкой пересечения делятся пополам, то этот четырёхугольник -  параллелограмм.

	РОМБ

Так называются параллелограмм, у которого все стороны равны.

	Свойства ромба
	Признаки ромба

	1. Диагонали ромба пересекаются под прямым углом.
	1. Если диагонали параллелограмма пересекаются под прямым углом, то этот параллелограмм – ромб.

	
[image: image62.wmf]

	Свойства ромба
	Признаки ромба

	2. Диагонали ромба являются биссектрисами его углов.
	2. Если диагонали параллелограмма являются биссектрисами его углов, то этот параллелограмм – ромб.

	
[image: image63.wmf]

	Все свойства параллелограмма верны для ромба

	ПРЯМОУГОЛЬНИК

Так называется параллелограмм, у которого все углы прямые.

	Свойства прямоугольника
	Признаки прямоугольника

	Диагонали прямоугольника равны.
	Если в параллелограмме диагонали равны, то этот параллелограмм – прямоугольник.
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	Все свойства параллелограмма верны для прямоугольника

	КВАДРАТ

Так называется прямоугольник, у которого все стороны равны.

	Свойства и признаки квадрата

	
[image: image65.wmf]
	Диагонали равны, перпендикулярны и, пересекаясь, делятся пополам.



	Все свойства параллелограмма, прямоугольника и ромба верны для квадрата.

	ТРАПЕЦИЯ

Так называется четырехугольник, у которого две стороны параллельны (основания), а две другие – не параллельны (боковые стороны).
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	 Свойства трапеции
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	Средняя линия параллельна основаниям, равна их полусумме и делит любой отрезок с концами, лежащими на прямых, содержащих основания, (например, высоту трапеции) пополам:

MN || a,  MN || b,  MN = 
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	Сумма углов, принадлежащих к любой боковой стороне, равна 1800:
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	ОКРУЖНОСТЬ

Так называется фигура, которая состоит из всех точек  плоскости, равноудалённых от данной точки. Эта точка называется центром окружности.

Часть плоскости, ограниченная окружностью, называется кругом.


	Прямые и отрезки, связанные с окружностью
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	Углы, связанные с окружностью

Угловая мера дуги окружности
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	Центральным углом в окружности называется плоский угол с вершиной в её центре. 

Дугой окружности называется часть окружности, расположенная внутри плоского угла соответствующая центральному углу.

Угловой мерой дуги окружности является центральный угол, который опирается на эту дугу.

	Радианная мера угла

Угол в один радиан равен центральному углу, опирающемуся 

на дугу, длина которой равна радиусу окружности

	
[image: image76.wmf]l = R

1 радиан

R

О


	Радианной мерой угла называется отношение длины соответствующей дуги к радиусу окружности.

1 радиан ( 57017( 45((,

10 = 
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 EMBED Equation.3 [image: image78.wmf]180
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	МНОГОУГОЛЬНИКИ

	Наименование
	Формулы для вычисления

	
	Периметра
	Площади
	Радиуса 
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	Треугольник
1. Произвольный
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3. Прямоугольный


[image: image82.wmf]a

c

b


	P =a+b+c

P = 3(a

P =a+b+с
	S =
[image: image83.wmf]2

1

hC(c,    S=
[image: image84.wmf]2

1

b(c(sin(,

Формула Герона:

S=
[image: image85.wmf])

)(

)(

(

c

p

b

p

a

p

p

-

-

-


где p =
[image: image86.wmf]2

c

b

a

+

+

.

S = p(r;           S = 
[image: image87.wmf]R

авс

4


S = 
[image: image88.wmf]4

3

2

a


S = 
[image: image89.wmf]4

3

3

2

R

;       S = 3r2 
[image: image90.wmf]3


S = 
[image: image91.wmf]2

1

a(b
	a=R
[image: image92.wmf]3


a=2r
[image: image93.wmf]3


R=
[image: image94.wmf]3

a

, 

r=
[image: image95.wmf]3

2

a


r =
[image: image96.wmf]2

1

R,  R=2r


	1
	2
	3
	 4

	Четырехугольник

1. Параллелограмм
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2. Ромб
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3. Прямоугольник
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4. Квадрат
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	Площадь круга и его частей

	
[image: image113.wmf]R


Площадь круга:

S = (R2.
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Площадь сектора:
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Площадь сегмента:
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	Длина дуги и окружности
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Длина дуги:

 l = (R
(угол ( в радианах).
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Длина окружности:

L = 2(R.


	З А Д А Ч И

ТРЕУГОЛЬНИК

	1. Найти неизвестный угол в треугольнике.
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	2. Найти периметр треугольника.
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	a = 3,

b = 4
	a = 6
	a = 4,

b = 3,5
	a = 4,

b = 5, c = 6
	с = 6
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	3. Найдите площадь треугольника.
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	а = 4
	        а = 10,                      ha=5
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	а = 2,5, b= 4
	с = 5, b=6, (=450
	b = 8, hb =6

	4. Найдите радиус описанной R (вписанной r) окружности.
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	а = 6
	а = 8
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	а = 4
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	а = 2
	а = 7
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	5. Найдите сторону треугольника.
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	R = 
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	ПОДОБИЕ ТРЕУГОЛЬНИКОВ.
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ПРИМЕРНЫЙ ПЛАН РЕШЕНИЯ.

1.Записать подобные треугольники и указать признак подобия (обосновать).

2.Из подобия треугольников записать пропорциональность соответствующих сторон.

3. Подставить известные величины в пропорцию и найти неизвестную сторону (обозначенной знаком " ? ").


	ПРЯМОУГОЛЬНЫЙ ТРЕУГОЛЬНИК.

	1. Найдите гипотенузу.
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2. Найдите неизвестный катет.
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3. Найдите неизвестную сторону прямоугольного треугольника.
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4. Найдите неизвестную сторону прямоугольного треугольника если:
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ЧЕТЫРЁХУГОЛЬНИК

1. Найдите периметр.
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2. Найдите площадь.
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3. Найдите радиус описанной R (вписанной r) окружности.
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12

10

6

4

2

2

2

4. Найдите сторону квадрата.
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5. Найдите среднюю линию трапеции.
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	ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ

	1. Сколько всего треугольников изображено на рисунке.

	
[image: image147.wmf]а)


	
[image: image148.wmf]б)



	2. Найдите площадь заштрихованной фигуры.

	
[image: image149.wmf]
       а)                 б)               в)                 г)                д)                 е)

3. Разрежьте тупоугольный треугольник на остроугольные треугольники.


[image: image150.wmf]
4. Разрежьте остроугольный равнобедренный треугольник на четыре одинаковых равнобедренных треугольника, подобных исходному.
5. Отец красавицы Лолиты, живших в древней Индии, назойливым женихам давал несколько заданий. И лишь тот, кто выполнял эти задания, мог претендовать на ее руку. Вот одно из них: скажи, сколько всевозможных треугольников нарисовано на полу в моем центральном зале? 


[image: image151.wmf]
6. На берегу священной реки Ганг жил знаменитый брахман Радж. Он обнес свой замок глубоким рвом, наполненным водой. И только тот мог попасть в замок, кто с помощью двух дощечек, длина которых меньше ширины рва, не замочив ног, переходил ров. Попробуй и ты побывать в гостях у Раджи.

	СТЕРЕОМЕТРИЯ

Так называется раздел геометрии, в котором изучаются фигуры

 в пространстве.

ПРЯМЫЕ И ПЛОСКОСТИ В ПРОСТРАНСТВЕ

	Способы задания точки

Точка в пространстве однозначно определяется:

	
[image: image152.wmf]a
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двумя пересекающимися

прямыми;
	
[image: image153.wmf]A

а
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пересекающимися прямой и плоскостью;

	
[image: image154.wmf]A
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g


тремя попарно пересекающимися плоскостями, если прямые пересечения плоскостей пересекаются.

	Способы задания прямой

Прямая в пространстве однозначно определяется:

	
[image: image155.wmf]А
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     двумя точками;                                                  
	
[image: image156.wmf]а

a

b


двумя пересекающимися                                                                                           плоскостями.


	Способы задания плоскости

Плоскость в пространстве однозначно определяется:

	
[image: image157.wmf]А
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тремя точками, не лежащими на одной прямой;
	
[image: image158.wmf]a

а

b


двумя пересекающимися прямыми;

	
[image: image159.wmf]а

b
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двумя параллельными прямыми;
	
[image: image160.wmf]А
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прямой и точкой, не лежащей на ней.


	АКСИОМЫ СТЕРЕОМЕТРИИ

	С1
[image: image161.wmf]С
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	Какова бы ни была плоскость, существуют точки, принадлежащие этой плоскости, и точки, не принадлежащие ей.

	С2
[image: image162.wmf]а
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[image: image163.wmf]I

 ( = а
	Если две различные плоскости имеют общую точку, то они пересекаются по прямой.


	C3

[image: image164.wmf]d
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	Если две различные прямые имеют общую точку, то через них можно провести плоскость и притом только одну.

	Взаимное расположение прямых в пространстве

	[image: image165.wmf]а

b

b


	Две прямые, которые не лежат в одной плоскости и не имеют 

общих точек, называются скрещивающимися.

	[image: image166.wmf]а
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	Две прямые, имеющие ровно одну общую точку, называются пересекающимися.

	
[image: image167.wmf]а
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	Две прямые называются параллельными, если они лежат в одной плоскости и не имеют общих точек (не пересекаются).

	Взаимное расположение

	Прямой и плоскости
	Двух плоскостей

	        а 
[image: image168.wmf]I
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[image: image169.wmf]а
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Прямая и плоскость пересекаются, если у них только одна общая точка.
	( 
[image: image170.wmf]I

 ( = a                          ( ( (

[image: image171.wmf]b
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Две плоскости пересекаются, если множество их общих точек есть прямая.


	Взаимное расположение (продолжение)

	Прямой и плоскости
	Двух плоскостей

	а || (

[image: image172.wmf]а

g


Прямая и плоскость параллельны, если они не имеют общих точек.


	      ( || (

[image: image173.wmf]j

m


Две плоскости параллельны, если не имеют общих точек.

	ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ ПРЯМЫХ И ПЛОСКОСТЕЙ

	ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПРЯМЫЕ

Так называются прямые, которые лежат в одной плоскости и 

не пересекают её.

	Признак параллельности прямых

	
[image: image174.wmf]с
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	Две прямые, параллельные третьей, параллельны между собой:

(а || с, b || с) ( а || b.



	ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПРЯМАЯ И ПЛОСКОСТЬ

Прямая и плоскость называются параллельными, если они не пересекаются.

	Признак параллельности прямой и плоскости

	
[image: image175.wmf]b
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	Если прямая, не принадлежащая данной плоскости, параллельна одной из прямых этой плоскости, то она параллельна этой плоскости:

(b || a, b ( (, a (() ( b || (.


	Свойство прямой, параллельной данной плоскости

	
[image: image176.wmf]b
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[image: image177.wmf]а
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	Любая плоскость, проходящая через прямую параллельную данной плоскости, 

либо параллельна этой плоскости, либо пересекает её по прямой, параллельной данной плоскости:

(b ( (, b || a) ( ( || ( или  a || b.

	ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПЛОСКОСТИ

Так называются плоскости, которые не пересекаются 

(не имеют общих точек).



	Признаки параллельности плоскостей

	
[image: image178.wmf]а
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	Если две пересекающиеся прямые одной плоскости соответственно параллельны двум пересекающимся прямым другой плоскости, то эти плоскости параллельны:

(a1 || a 2, b1 || b2) ( ( || (. 

	
[image: image179.wmf]a
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	Если каждая из двух данных плоскостей параллельна третьей плоскости, то данные две плоскости параллельны между собой:

( ( || (, ( || () ( ( || (.


	Свойства параллельных плоскостей

	
[image: image180.wmf]a
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	Если две параллельные плоскости пересекаются третьей плоскостью, то линии пересечения плоскостей параллельны:

( || ( ( a || b. 
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	Отрезки параллельных прямых, заключенные между двумя параллельными плоскостями, равны:

(( || (, a || b) ( AB = CD.




	УПРАЖНЕНИЯ

	1. По рисунку ответьте на вопросы.

	
[image: image182.wmf]A
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	1. Каким плоскостям принадлежит точка: А, М, К, D, Р?
2. Вне каких плоскостей лежит точка: М, К, А, Р, D?
3. На каких плоскостях лежат прямые: DB, DK, АВ, РС, АС?
4. В какой точке пересекаются прямая и плоскость: а) AD и АВС; 

	б) BD и ADC; в) DK и АВС; г) РС и ADB; д) AD и PDC?

5. По какой прямой пересекаются плоскости: а) АВD и BDC; б) АВС и ADC; в) АВС и АВD; г) ABD и АDC; д) PDC и АВС?
6. Какие прямые лежат на плоскостях: а) АВС; б) ABD; в) BDC?


	2. Сколько плоскостей можно провести через выделенные элементы куба? Заштрихуйте соответствующие плоскости грани куба.


[image: image183.wmf]а)
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3. Сколько граней проходит через: а) одну, б) две, в) три, г) четыре точки, выделенные на рисунке куба? Сколько плоскостей можно провести через те же точки? Определится ли при этом положение плоскости однозначно?


[image: image184.wmf]а)

е)

б)

в)

г)

д)


4. ABCDA1B1C1D1 – куб.
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	1. Перечислите все ребра: а) пересекающие ребро DD1; б) параллельные ребру АD; в) скрещивающиеся с ребром DC.
2. Запишите как располагаются прямые: а) АD1 и D1C1; б) AD1 и ВС1; в) AD1 и СС1; г) AD1 и BC1; д) AD1 и В1С1.

	3. Найдите точки пересечения прямых: а) DC и СС1; б) DC и D1P; в) ВР и В1С1; г) AD1 и D1P.
4. Найдите:
а) ребра, параллельные с DD1 и пересекающиеся с С1В1;
б) ребра, скрещивающиеся с АВ и пересекающие D1C1;
в) ребро, параллельное DC и скрещивающееся с D1A1.



	5. MNPQM1N1P1Q1 – наклонный параллелепипед
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	По рисунку перечислите:
1. все видимые грани;
2. все невидимые грани;
3. попарно параллельные прямые в плоскости видимого основания;
4. попарно параллельные прямые в плоскости видимой боковой грани;

	5. попарно параллельные прямые в плоскости невидимого основания;
6. попарно параллельные прямые в плоскости невидимой боковой грани;
7. пару пересекающихся прямых в плоскости видимого основания;
8. пару пересекающихся прямых в плоскости невидимого основания;
9. пару пересекающихся прямых в плоскости видимой боковой грани;
10. пару пересекающихся прямых в плоскости невидимой боковой грани;
11. пару скрещивающихся прямых, одна из которых лежит в плоскости видимого основания;
12. пару скрещивающихся прямых, одна из которых лежит в плоскости невидимого основания;

	6. ABCDA1B1C1D1 – прямой параллелепипед.

	
[image: image187.wmf]A

B

C

D

A

1

B

1

C

1

D

1


	1. Выпишите все попарно параллельные грани.
2. По каким прямым пересекаются:
а) плоскости АВС и А1В1С1 с плоскостями А1АD и В1ВС?
б) плоскости АВВ1 иDCC1 с плоскостями А1АD иВ1ВС?
Как расположены между собой эти прямые пересечения плоскостей? 

Ответ обоснуйте.


	7. ABCDA1B1C1D1 – куб.
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	1. По каким прямым пересекаются плоскости:
а) А1ВС и АВС; б) А1ВС и А1В1С1;
в) А1ВС и АВВ1; г) А1ВС тDCC1?
Перерисуйте чертеж в тетрадь и проведите недостающие прямые.
2. Как попарно расположены найденные прямые пересечения плоскостей? Ответ обоснуйте.

	8. В кубе проведите плоскость через выделенные элементы.

	
[image: image189.wmf]Образец


	Найдите линии пересечения этой плоскости с гранями и заштрихуйте полученный многоугольник.

	
[image: image190.wmf]а)
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	9. Треугольники АВС и АВD лежат в разных плоскостях. Точки А1 и В1  - середины отрезков АС и ВС. Докажите, что прямая А1В1 параллельна плоскости ABD.


	. 
[image: image191.wmf]A
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	10. Точки А, В, С, D не лежат в одной плоскости. Точки E,F,H–соответственно середины отрезков АВ, АС,АD. Докажите, что плоскости ВСD и EFH параллельны.


	
[image: image192.wmf]A
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	11. Даны две параллельные плоскости. Через точки А и В одной из них проведены параллельные прямые, пересекающие вторую плоскость в точках А1 и В1. Докажите, что четырёхугольник АВВ1А1 – параллелограмм.


	
[image: image193.wmf]a
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	12. KLMN- тетраэдр (все грани – равносторонние треугольники).

	
[image: image194.wmf]L
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	а) Постройте сечение этого тетраэдра плоскостью, проходящей через ребро KL;
б) Докажите, что плоскость, проходящая через середины Е, О, и F отрезков LM, MA и МК, параллельна плоскости LKA.

	13. Стороны АВ и ВС параллелограмма АВСD пересекают плоскость 
[image: image195.wmf]a

. Докажите, что прямые АD и DС также пересекают плоскость 
[image: image196.wmf]a

.
14. Докажите, что если данная прямая параллельна прямой, по которой пересекаются две плоскости, и не лежит в этих плоскостях, то она параллельна этим плоскостям.
15. Основание АВ трапеции АВСD параллельно плоскости 
[image: image197.wmf]a

, а вершина С лежит в этой плоскости. Докажите, что: а) основание CD трапеции лежит в плоскости 
[image: image198.wmf]a

; б) средняя линия трапеции параллельна плоскости 
[image: image199.wmf]a

.



	16. Докажите, что если три плоскости, не проходящие через одну прямую, попарно пересекаются, то прямые, по которым они пересекаются, либо параллельны, либо имеют общую точку.
17. В пространственном четырёхугольнике АВСD стороны АВ и CD равны. Докажите, что прямые АВ и CD образуют равные углы с прямой, проходящей через середины отрезков ВС и AD.
18. Докажите, что плоскости 
[image: image200.wmf]a

 и 
[image: image201.wmf]b

 параллельны, если две пересекающиеся прямые m и n плоскости 
[image: image202.wmf]a

 параллельны плоскости 
[image: image203.wmf]b

.


	ПРОЧИТАЙТЕ УСЛОВИЕ ЗАДАЧ И РАЗБЕРИТЕ

ИХ РЕШЕНИЕ.

	1. Через концы отрезка АВ и его середину М проведены параллельные прямые, пересекающие некоторую плоскость в точках А1, В1 и М1. Найдите длину отрезка ММ1, если АА1 = 3,6 дм, ВВ1 = 4,8 дм.

	Дано:                                    

АВ, 
[image: image204.wmf]a

;                            

М
[image: image205.wmf]Î

АВ;                         

АМ= МВ;

А1, М1, В1 
[image: image206.wmf]Î

(;

АА1| | DD1| | ММ1;

АА1= 3,6см;                                             

ВВ1= 4,8см.

Найти: ММ1.
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	Решение:

1) Если АА1||ВВ1||ММ1- то эти отрезки лежат в одной плоскости ((по свойству параллельных прямых). 

(
[image: image208.wmf]I

(=А1В1.



	2) По теореме ФалесаМ1- середина АВ, тогда ММ1- средняя линия трапеции АА1В1В( по свойству средней линии

трапеции  ММ1=
[image: image209.wmf]2

1

(АА1+ВВ1) =
[image: image210.wmf]2

1

(3,6+4,8)=4,2(см.). 

Ответ: ММ1 = 4,2см.



	Примерный план решения задач первого типа.

1. Провести плоскость через: две параллельные прямые;

                                                  две пересекающиеся прямые;

                                                  треугольник, трапецию.

2. Применяя теорему Фалеса, признак параллельности прямой и плоскости доказать, что дана средняя линия треугольника (трапеции).

3. Используя свойство средней линии треугольника (трапеции) найти неизвестные величины.
2. Точки М, Н, К, Р–середины соответственно отрезков АD, DС, ВС, АВ. Найдите периметр четырёхугольника МНКР, если МР = 8дм., АС =32дм. 

	Дано:

[АD],[DС],[ВС],[АВ];

М(АD, АМ= МD;

Н(DС, DН=НС;

Р(АВ, АР= РВ;

К( ВС, ВК= КС;

МР= 8дм., АС= 32дм.

Найти: РМНКР.
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	Решение:

1) АВСD пространственный четырёхугольник (его вершины не лежат в одной плоскости) и М, Н, К, Р- середины его сторон (кроме АС).

	2) РМ - средняя линия (АВD (по условию) (РМ|| ВD;

НК - средняя линия (СDВ(НК|| ВD, значит по признаку параллельности прямых РМ|| НК, тогда четырёхугольник РМНК лежит в одной плоскости.

МН - средняя линия (АDС и РК- средняя линия (АВС(МН|| АС и РК||АС,

	тогда МН|| РК, значит РМНК – параллелограмм 

3) РМНКР = 2(РМ+МН).

По свойству средней линии треугольника 

МН=
[image: image212.wmf]2

1

АС=
[image: image213.wmf]2

32

=16(дм.). РМНКР.=2(8+16)=48(дм.). 

Ответ: РМНКР.=48дм.

Примерный план решения задач второго типа.

1.Дан пространственный четырёхугольник (его вершины не лежат в одной плоскости). Указать точки, которые являются серединами его сторон.

2. Применяя признак параллельности прямых в пространстве и  свойство средней линии треугольника, доказать, что фигура, лежащая внутри пространственного четырёхугольника – параллелограмм.

3. Применяя свойства средней линии треугольника и параллелограмма, найти неизвестные величины.

3. Дан треугольник АВС. Плоскость, параллельная прямой АВ, пересекает сторону АС этого треугольника в точке А1, а сторону ВС – в точке В1. Найдите длину отрезкаА1В1, если В1С = 10см., АВ/ВС = 4/5.

	Дано:

(АВС, (||АВ;

(
[image: image214.wmf]I

АС = А1;

(
[image: image215.wmf]I

ВС = В1;

В1С = 10см.;

АВ/ВС = 4/5.

Найти: А1В1.
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	Решение:

1) Пусть (АВС лежит в плоскости (, тогда ( 
[image: image217.wmf]I

(  = А1В1.

А1В1(( и (||АВ( А1В1||АВ (по признаку параллельности прямой и плоскости).

	2) (АВС ( (А1В1С по второму признаку подобия треугольников

((АСВ – общий, (СВ1А1 = (СВА как односторонние углы при параллельных прямых АВ и А1В1).

3) 
[image: image218.wmf]1
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[image: image219.wmf]С
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[image: image221.wmf]1
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= 
[image: image222.wmf]10

5

;  А1В1= 
[image: image223.wmf]5
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*

4

= 8(см.).

Ответ: А1В1= 8см..

Примерный план решения задач третьего, четвёртого и 

пятого типов.

1. Провести плоскость через: треугольник, две пересекающиеся прямые. Указать линию ( линии) пересечения плоскостей. Применяя признак параллельности прямой и плоскости, свойство параллельных плоскостей, доказать параллельность необходимых сторон.

2. Записать подобные треугольники, признак, обоснование.

3. Записать пропорциональность сторон подобных треугольников. Подставить известные величины и найти неизвестные.

	РИСУНКИ К ЗАДАЧАМ.
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Примечание: дугой обозначены известные и неизвестные величины.

	ЗАДАЧИ.

	1. Точка С лежит на отрезке АВ. Через точку А проведена плоскость , а через точки В и С – параллельные прямые, пересекающие плоскость соответственно в точках В1 и С1. Найти длину отрезка СС1, если точка С – середина отрезка АВ и ВВ1=7м.

2. Точка М, Н, Р и К – середины соответственно отрезков АD, DС, АВ и ВС; РК || МН. Найти периметр четырехугольника МНКР, если АС=8дм., ВD=10дм.

3. На сторонах АВ и АС треугольника АВС взяты соответственно точки D и  Е так, что DЕ = 5см., а ВD / DА =2/3. Плоскость (  проходит через точки В и С и параллельна отрезку ДЕ. Найдите длину отрезка ВС.

4. Точка А - середина отрезка МР, а точки В, С, D лежат соответственно на отрезках КР, КН, МН. ВС || РН, АD ||  РН, АВ || СD. Найдите РН, если АВ=4дм., а периметр четырехугольника АВСD равен 28 дм.

5.Плоскоть, параллельная основаниям трапеции, пересекает стороны АВ и СD в точках М и К соответственно, АD=10м., ВС=6м. Найти МК, если М-середина  отрезка АВ.

6. Точки М, N, Q и Р - середины отрезков DВ и DС, АС и АВ. Найти периметр  четырехугольника  MNQP, если АD=12мм., ВС=14мм.

7. Точка С лежит на отрезке АВ. Через точку А проведена плоскость, а через точки В и С- параллельные прямые, пересекающие эту плоскость соответственно в точках В1 и С1. Найдите длину отрезка СС1, если АC/СВ=3/2 и ВВ1=20м.

8. Дан треугольник АВС. Плоскость, параллельная прямой АВ, пересекает сторону АС в точке К, а сторону  ВС - в точке М. Найти длину отрезка АВ, если длина КС =12дм., АС=24дм., КМ=9дм.

9. Параллельные плоскости   (  и   (  пересекают сторону  АВ угла ВАС соответственно в точках А1 и А2 , а сторону АС этого угла – соответственно в точках В1 и В2. Найти АА2 и АВ2, если А1А2=2А1А, А1А2=12м., АВ1=5м.

10.Точки D, С, В лежат соответственно на отрезках МК, МН, РН. Точка А – середина отрезка РК, АВ||СD, ВС||АD, ВС||РМ, СD||НК. Найти РМ и НК, если СD=16мм., ВС=8мм.

11.Через концы отрезка АВ и его середину М проведены параллельные прямые, пересекающие некоторую плоскость в точках А1, В1 и 



	12. Через точку К проведены две прямые  a  и  b, пересекающие две параллельные плоскости   (  и   (   : первую в точках А1 и А2, вторую в точках В1 и В2 соответственно. Вычислить КА1  и КВ2, если:

а) А1А2/В1В2=3/4, А1В1=7дм., КА2=12дм.;

б) КА2/А1А2=1/6, В1В2=8см., В1К=4см.

Точка К не лежит между плоскостями  (  и  (.

13.В треугольнике АВС  АВ=15м., АС=24м. Через точку М на стороне АВ, находящейся на расстоянии  10м от точки А, проведена плоскость, параллельная прямой АС и пересекающая сторону ВС в точке К. Найдите длину отрезка МК.

14. Плоскость, параллельная стороне АВ треугольника АВС, пересекает его стороны в точках М и К. Найти АВ, если М- середина стороны АС и МК=10мм.

15. Параллельные плоскости   (   и   (    пересекают стороны угла АВС в точках А1, С1, А2, С2 соответственно. Найти ВС1, если А1В/А1А2=1/3, ВС2=12мм.

16. Точка К лежит между параллельными плоскостями   (   и   (   . Прямые  а  и  b, проходящие через точку К, пересекают плоскость   (    в точках А1 и В1, а плоскость  (    в точках А2 и В2 соответственно. Найти КВ1, если:

а) А1К/А1А2=1/3, В1В2=15м.;

б) В1А1/В2А2=4/6, КВ2=8дм;

в) А2К/А1А2=2/5, В1В2=20см;

г) КВ2/А1В1=1/6, А2В2=2мм. 


17. Треугольник АРD и трапеция АВСD имеют общую сторону АD и лежат в разных плоскостях. Через основание ВС трапеции и середину отрезка РD – точку К проведена плоскость, которая пересекает прямую АР в точке М. Найти МК, если АД=10м.

18. Через точку А стороны КМ треугольника КМР проведена плоскость, параллельная прямой МР. Вычислить длину отрезков, на которые делится эта плоскость сторону КР, если МК=10см., МА=6см, КР=15дм.

19. Треугольник АВС и DВС не лежат в одной плоскости и имеют общую сторону; точки М, Н, К- середины соответственно сторон ВD, DС, АС. Отрезок АС пересекает плоскость МКН в точке Р. Найти РК, если ВС=8м.

20. Параллельные плоскости ( и ( пересекают сторону АВ угла ВАС соответственно в точках А1 и А2, и сторону АС этого угла - соответственно в точках В1 и В2. Найти А2В2 и АА2, если А1В1=18см., АА1=24см., АА2=3/2А1А2.


	ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ.

	1. Продолжение отрезка ВС пересекает плоскость 
[image: image225.wmf]a

 в точке Е. Отрезок АDлежит в плоскости 
[image: image226.wmf]a

. Скопируйте рисунок и  изобразите отрезки АС и ВD. Определите, пересекаются ли эти отрезки? Ответ обоснуйте.
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	2. На рисунке изображены параллельные плоскости 
[image: image228.wmf]a

 и 
[image: image229.wmf]b

. Точка А принадлежит плоскости 
[image: image230.wmf]a

, точки С и D лежат в плоскости 
[image: image231.wmf]b

, а точка М принадлежит прямой АС.
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	Скопируйте рисунок и изобразите на нём точку В, принадлежащую плоскости 
[image: image233.wmf]a

, так, чтобы прямые АС и BD пересекались в точке М.

	3. Зарисуйте примеры конструкций, которые спереди и слева имеют следующий вид. (В конструкции используйте только кубики).


[image: image234.wmf]                         а)                                      б)                                    в)

4.  На рисунке изображены геометрические тела, на поверхности которых отмечены точки. Назовите эти фигуры, нарисуйте развёртки поверхностей 

этих тел и покажите на них соответствующие точки. Примеры развёрток смотрите в приложении.
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	5. Постройте развёртку поверхности куба: 

а) ребро которого равно 35мм;

б) диагональ грани которого равна 4см.

 Склейте эти модели ( припуски удобней делать на боковых гранях).

6. Рассмотрите набор деревянных брусков. Выясните можно ли составить каждый брусок из кубиков с ребром а= 2 клетки? Если да, то сколько кубиков понадобится для работы?


[image: image236.wmf]а)
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7. Перерисуйте из приложения развертку:  

                                                правильной треугольной призмы;

                                                правильной пятиугольной призмы;

                                                наклонного параллелепипеда.

Обозначьте вершины у каждой фигуры и перечислите: 

а) все параллельные ребра (нарисуйте их одним цветом);      

б) все диагонали боковых граней и оснований (нарисуйте их другим цветом);

	в) все диагонали призмы и параллелепипеда.

Для выполнения этого задания развёртки фигур необходимо увеличить и склеить (припуски удобней делать на боковых гранях).

8. Рассмотрите рисунки и постарайтесь зарисовать фигуру, которая получится при моделировании трёх кубиков.


[image: image237.wmf]а)
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	9. Сколько прямоугольных параллелепипедов изображено на рисунке?


[image: image238.wmf] 

10. Туго натянутая нить последовательно закреплена в точках 
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	1, 2, 3, 4, 5 и 6, расположенных на стержнях SA, SB и  SC, которые не принадлежат одной плоскости. Скопируйте рисунок, отметьте и обозначьте точки, в которых отрезки нити соприкасаются.

	11. Туго натянутая нить последовательно закреплена в точках 
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	1, 2, 3, 4, и 5, расположенных на стержнях SA, SB и  SC, которые не принадлежат одной плоскости. Скопируйте рисунок, отметьте и обозначьте точки, в которых отрезки нити соприкасаются.


	ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПРЯМЫХ 

И ПЛОСКОСТЕЙ

	ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПРЯМЫХ 

Две прямые называются перпендикулярными, если они пересекаются под прямым углом.

	Признак перпендикулярности прямых

	
[image: image241.wmf]b
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	Две пересекающиеся прямые, параллельные соответственно двум перпендикулярным прямым, перпендикулярны:

(a1 || b1, a2 || b2, a1 ( a2) ( b1 ( b2.


	ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТИ

Прямая, пересекающая плоскость, называется перпендикулярной этой плоскости, если она перпендикулярна любой прямой, принадлежащей плоскости и проходящей через точку пересечения.

	Признак перпендикулярности прямой и плоскости

	
[image: image242.wmf]а
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	Если прямая перпендикулярна двум пересекающимся прямым данной плоскости, то она перпендикулярна этой плоскости: ( a ( b и a ( c) (  а ( (.

	Свойства перпендикулярности прямой и плоскости

	Прямые, перпендикулярные плоскости

	
[image: image243.wmf]
	Две прямые, перпендикулярные одной и той же плоскости, параллельны.

Если одна из двух параллельных прямых перпендикулярна данной плоскости, то и другая прямая перпендикулярна этой плоскости


	Прямая, перпендикулярная плоскостям

	
[image: image244.wmf]
	Прямая, перпендикулярная одной из двух параллельных плоскостей, перпендикулярна и другой плоскости.

Две плоскости, перпендикулярные одной и той же прямой, параллельны.


	ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПЛОСКОСТЕЙ

Пересекающиеся плоскости называются перпендикулярными, если третья плоскость, перпендикулярная прямой пересечения этих плоскостей, пересекает их по перпендикулярным прямым.

	
[image: image245.wmf]третья плоскость
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	Признак перпендикулярности плоскостей

	
[image: image246.wmf]а
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	Плоскости перпендикулярны, если одна из них содержит перпендикуляр к другой плоскости: 

(a ( (, a ( () ( ( ( (.

	Свойство перпендикулярных плоскостей

	
[image: image247.wmf]а
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	Если плоскости перпендикулярны, то прямая, лежащая в одной из них и перпендикулярная линии пересечения плоскостей, перпендикулярна другой плоскости:

(( ( (, a ( (, a ( b) ( a ( (.

	ПЕРПЕНДИКУЛЯР И НАКЛОННЫЕ

	
[image: image248.wmf]проекция
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Перпендикуляр короче любой наклонной, проведенной к плоскости из той же точки.
	
[image: image249.wmf]
У равных наклонных, проведенной к плоскости из одной точки, проекции равны.

Справедливо и обратное: если у двух наклонных, проведенных из одной точки, проекции равны, то равны и наклонные.
	
[image: image250.wmf]
Из двух наклонных, проведенных из одной точки, больше та, у которой проекция больше.

Справедливо и обратное.

	Теорема о трех перпендикулярах

	
[image: image251.wmf]

	Теорема о трех 

перпендикулярах.
(содержит два утверждения: прямое и обратное)

Если прямая, лежащая в плоскости и проходящая через основание наклонной, перпендикулярна проекции наклонной, то она перпендикулярна и самой наклонной.

Если прямая, лежащая в плоскости и проходящая через основание наклонной, перпендикулярна наклонной, то она перпендикулярна и проекции наклонной.


	СКРЕЩИВАЮЩИЕСЯ ПРЯМЫЕ

Так называются прямые, которые не лежат в одной плоскости 

(то есть не параллельны и не пересекаются).

	Признак скрещивающихся прямых

	
[image: image252.wmf]
	Если одна из двух данных прямых пересекает плоскость, в которой лежит другая прямая, и точка пересечения прямой и плоскости не принадлежит другой прямой, то данные прямые скрещиваются.

	Расстояние между скрещивающимися прямыми

	
[image: image253.wmf]
	Через две скрещивающиеся прямые можно провести две параллельные плоскости (единственным образом).

Расстояние между скрещивающимися прямыми называется расстояние между этими плоскостями.

	Общий перпендикуляр к двум скрещивающимся  прямым

	
[image: image254.wmf]Общий

перпендикуляр


	Так называется отрезок, перпендикулярный каждой из двух скрещивающихся прямых, концы которого лежат на этих прямых. Длина общего перпендикуляра равна расстоянию между скрещивающимися прямыми.

	Угол между скрещивающимися прямыми

	
[image: image255.wmf]a

a


	Так называется угол между пересекающимися прямыми, соответственно параллельными двум данным скрещивающимся прямым. (Одна из упомянутых пересекающихся прямых может совпадать с одной из скрещивающихся.)


	Углы в пространстве

	Угол между прямой и плоскостью

	
[image: image256.wmf]a


	Так называется угол между 

прямой 

и ее проекцией на плоскость.

	Двугранный угол

	
[image: image257.wmf]
	Так называется фигура, образованная двумя полуплоскостями с общей ограничивающей их прямой 

(эта прямая называется ребром двугранного угла).

	Линейный угол двугранного угла

	
[image: image258.wmf]j


	Так называется угол между двумя лучами, образующимися при пересечении двугранного угла плоскостью, перпендикулярной ребру двугранного угла.

Мерой ( двугранного угла является мера соответствующего ему линейного угла: 00 ( ( ( 1800.

	Угол между плоскостями

	
[image: image259.wmf]j



	Две пересекающиеся плоскости определяют четыре двугранных угла. Сумма двух таких углов, имеющих общую грань, равна 1800. Углом между плоскостями называют меньший из этих углов:
00 ( ( 
[image: image260.wmf]£

 900. (Если ( (900, плоскости перпендикулярны.)


	УПРАЖНЕНИЯ.

	1. ABCDA1B1C1D1 – куб.
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	1. Выпишите: а) ребра, перпендикулярные плоскостям АВС, DCC1, ABB1;
б) плоскости, перпендикулярные ребру ВС, ВВ1, А1D1.
2. Используя символы ( и || запишите:
а) как расположены прямые DD1 и CC1, АА1 и А1В1, DC и ВС;

	СС1 и DCB, АА1 и DCD1, D1C1 и DCB, В1С1 и DCB.
2. Как расположены прямая a и b, если:
а) прямые a,b и с лежат в плоскости (, прямая m ( a, m ( b, но m не перпендикулярна с;
б) прямая a ( (, b || (, a и b лежат в плоскости (;
в) прямая a || (, b ( (, но прямая b не пересекает прямую a.
3. Как расположены прямые b и с, если:
а) прямые a, b и c лежат в плоскости (, m ( c, m ( b, но m не перпендикулярна a;
б) прямые b и с лежат в плоскости (, a ( b, a ( с, но прямая а не перпендикулярна (.
4. Прямая а ( (, прямая b || (, причем a и b лежат в плоскости (. Как расположены плоскости ( и (.
5. Плоскости ( и ( перпендикулярны, ( 
[image: image262.wmf]I

( = с. Прямая а ( с, прямая b ( c. Как расположены прямые a и b.
6. SABCD – правильная пирамида (ABCD – квадрат)
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	Выпишите:
а) расстояние от точки S  до плоскости АВСD;
б) проекции всех ребер на плоскость основания АВСD;
в) расстояние от точки S  до сторон основания ABCD и их проекции.



	7. SABC – правильная пирамида (
[image: image264.wmf]D

АВС- правильный ).

Укажите, как обозначено:

а) расстояние от точки S до плоскости АВС;
б) проекции всех рёбер на плоскость основания ABCD;
в) расстояние от точки S до сторон основания и их проекции.
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	8.  Из точки А, данной на расстоянии 12 см, проведена наклонная. 

Найдите: 

а) длину наклонной, если её проекция равна 5 см;
б) определите проекцию наклонной, если наклонная равна 20 см.
	
[image: image266.wmf]А



	9. Под каким углом к плоскости надо провести наклонную, чтобы:
а) перпендикуляр был в два раза меньше наклонной;
б) проекция и длина перпендикуляра были равны.
10. Из одной точки к плоскости проведены две наклонные. Одна имеет проекцию 2 м, а другая 3 м. Какая из наклонных образует с плоскостью меньший угол.

	11.  Через вершину острого угла прямоугольного треугольника АВС с прямым углом С проведена прямая АD. 
АD перпендикулярна плоскости треугольника. Чему равно расстояние от точки D до вершины

 С, если АС = 6см., АD = 8 см.?
	
[image: image267.wmf]А
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	12. Отрезок АВ длиной 10 дм своими концами упирается в две параллельные плоскости ( и (, расстояние между которыми равно 8 дм. Найдите проекции отрезка на эти плоскости.
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	13.
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	Из точки М, отстоящей от плоскости на расстоянии 6 см, проведены к этой плоскости наклонные МА и МВ, образующие с ней углы 450 и 300, а между собой прямой угол. Найдите расстояние между основаниями наклонных.

	14.
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	На изображении прямоугольного параллелепипеда ABCDA1B1C1D1 укажите общий перпендикуляр прямых: AD и СС1, A1B1 и CB, АВ и DD1, СВ и АА1.
Укажите длину каждого найденного перпендикуляра, если длины сторон основания А1В1=10см, D1A1=8см, а высота параллелепипеда АА1=6 см.

	15.
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	Ребро куба ABCDA1B1C1D1  равно а. Найдите расстояние d между прямыми:
1) АВ и СС1;
2) СС1 и В1D1;
3) АС и В1D1;
4) СС1 и ВD1.

	16. На изображении куба ABCDA1B1C1D1  постройте общий перпендикуляр прямых: СС1 и D1B1, DB и А1С1. Найдите расстояние между этими прямыми, если ребро куба равно b.
17. Докажите, что все прямые, проходящие через данную точку М прямой а и перпендикулярные к этой прямой, лежат в плоскости, проходящей через точку М и перпендикулярной к прямой а.
18. Луч ВА не лежит в плоскости неразвёрнутого угла СВD. Докажите, что если (АВС =  (АВD, причём (АВС(900, то проекцией луча ВА на плоскость СВD является биссектриса угла СВD.

	19. Даны два двугранных угла, у которых одна грань общая, а две другие грани являются различными полуплоскостями одной плоскости. Докажите, что сумма этих двугранных углов равна 1800.
20. Плоскости 
[image: image272.wmf]a

 и 
[image: image273.wmf]b

 взаимно перпендикулярны. Через некоторую точку 
плоскости
[image: image274.wmf]a

 проведена прямая, перпендикулярная к плоскости 
[image: image275.wmf]b

. Докажите, что эта прямая лежит в плоскости 
[image: image276.wmf]a

.
21. Плоскости 
[image: image277.wmf]a

 и 
[image: image278.wmf]b

 пересекаются по прямой а. Из точки М проведены перпендикуляры МА и МВ соответственно к плоскостям 
[image: image279.wmf]a

и 
[image: image280.wmf]b

. Прямая а пересекает плоскость АМВ в точке С. Докажите, что МС( а.


	ПРОЧИТАЙТЕ УСЛОВИЕ ЗАДАЧ И РАЗБЕРИТЕ ИХ РЕШЕНИЕ.

	1. Верхние концы двух вертикально стоящих столбов, удалённых на расстоянии 12м, соединены перекладиной. Высота одного столба 21м, а другого – 26м. Найдите длину перекладины.

	Дано:
AD((? D((
BC((, C((;
DC=12м;
AD=21м;
ВС=26м.
Найти: АВ.
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	Решение:
1) Проведём АН(ВС, тогда АНСD – прямоугольник (AD(( и BC(( ( AD||ВС) значит АН=DC=12м, AD=НС=21м.
2) Если НС=21м, тогда ВН=ВС-НС= =26-21=5(м).
3) Рассмотрим (АНВ, по теореме Пифагора:

	АВ=
[image: image282.wmf]2

2

ВН

АН

+

=
[image: image283.wmf]2

2

5

12

+

=
[image: image284.wmf]169

=13(м).
Ответ: АВ=13м.

2. Из вершины А прямоугольника АВСD восстановлен перпендикуляр АК к его плоскости. Расстояние от точки К до других вершин равна 6м, 7м, 9м. Найдите длину перпендикуляра АК.


	Дано:
АВСD прямоугольник;
К( АВСD;
АК( АВСD;
КВ=7м;
КС=9м;
КD=6м.
Найти: АК.
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	Решение:
1) Рассмотрим ( он прямоугольный (АК( АВСD), по теореме Пифагора КD2= АК2+АD2 (АК2=КD2-АD2, КD=6м, АD-?
2) Найдём АD. Для этого рассмотрим (КВС. Здесь КВ- наклонная, АВ- её проекция, АВ(ВС(т. к. АВСD- 

	прямоугольник), значит по ТТП (теорема трёх перпендикуляров) КВ(ВС((КВС прямоугольный ((КВС=900), тогда по теореме Пифагора ВС2=КС2-КВ2, причём ВС=АD т. к. АВСD – прямоугольник, тогда АD2=КС2-КВ2.
3) Найдём АК.  АК2=КD2-АD2= КD2-(КC2-КВ2)=62-(92-72)=36 – (81-49)=4, АК=
[image: image286.wmf]4

 =2(м) .    Ответ: АК=4м.

3. Точка L находится на расстоянии 10см. от вершин равностороннего треугольника АВС со стороной АВ=8
[image: image287.wmf]3

 см. Найдите:  а) расстояние от точки L до плоскости треугольника LО;  б)  площадь треугольника АОL;  в)  расстояние от точки L до сторон треугольника.   

	Дано:

(АВС- равносторонний;

L((АВС;
LA=10см;
АВ=8
[image: image288.wmf]3

 см.
Найти: а) LО

б) S(АОL; в) LК.
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	Решение:
1) Опустим перпендикуляр из точки L на плоскость АВС, обозначим точку пересечения перпендикуляра и плоскости точкой О, значит LО- расстояние от точки О до плоскости (АВС. Рассмотрим (АОL прямоугольный ( по теореме Пифагора 

	АL2=АО2+LО2, тогда LО2=АL2-АО2.

2) АО-? АО=R (радиус описанной окружности около (АВС), 

R=
[image: image290.wmf]3

АВ

=
[image: image291.wmf]3

3

8

=8(см), АО=8см, значит LО2 = 102 – 82 = 36, LО=
[image: image292.wmf]36

=6(см).

	3) S(АОL=
[image: image293.wmf]2

1

LO*АО=
[image: image294.wmf]2

1

*6*8=24(см2)

4) Опустим перпендикуляр LK на сторону ВС (LK- расстояние от точки L до стороны ВС). Рассмотрим (LОК , он прямоугольный, т. к. LО(АВС, тогда по теореме Пифагора LK2=LO2+ОК2, LO=6см., КО-?.
5) Найдём КО, для этого рассмотрим (АВС, здесь КО=r (радиус вписанной окружности в треугольник), r =
[image: image295.wmf]3

2
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 = 
[image: image296.wmf]3
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 = 4(см)( КО=4см. Тогда
LK2=62 + 42 =52, LK=
[image: image297.wmf]52

=
[image: image298.wmf]13

*

4

=2
[image: image299.wmf]13

(см).
Ответ: LO=6см, S(АОL=24см2, LK=2
[image: image300.wmf]13

см.
4. Из точек  А и В, лежащих в двух перпендикулярных плоскостях, опущены перпендикуляры АС и ВD на прямую пересечения плоскостей. Найдите длину отрезка АВ, если АС= 6м, ВD= 7м, CD=6м.

	Дано:

(((; А((, В((;
( 
[image: image301.wmf]I

(=c;
АС(c, BD(c;
АС=6м, BD=7м;
CD=6м.
Найти: АВ. 
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	Решение:
1) Рассмотрим (АВС- он прямоугольный, т. к. АС(CD и (((, значит АС(СВ ( по свойству перпендикулярных плоскостей). Тогда по теореме Пифагора АВ2= АС2+СВ2, АС=6м, СВ-?
2)  Найдём СВ. Для этого 

	рассмотрим (CDB (BD(CD по условию), по теореме Пифагора СВ2=CD2+BD2. 
3) Значит АВ2 =АС2+(CD2+BD2) = 62+72+62 = 121, АВ= 
[image: image303.wmf]121

=11(м).
Ответ: АВ=11м.


	Рисунки к задачам.
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	ЗАДАЧИ.

	1. Из центра О квадрата АВСD со стороной 18 м. к его плоскости проведён перпендикуляр ОМ длиной 12 м. Найдите: а) расстояние от точки М до стороны АВ; б) площадь треугольника АМВ.
2. Даны прямоугольник АВСD и точка F вне его плоскости. Прямая АF перпендикулярна прямым АВ и АD.Известно, что стороны прямоугольника 
АВ = 4 см., АD = 3 см., а длина перпендикуляра АF = 12 см. Найдите: а) длину отрезка FС; б) S(FАС.
3. Прямые АВ и СD перпендикулярны некоторой плоскости и пересекают её в точках В и D соответственно. Найдите АС, если АВ = 9дм., СD = 15дм., ВD = 8дм. и точки А и С лежат по одну сторону плоскости.
4. Из центра О правильного треугольника АВС со стороной 3
[image: image309.wmf]3

м. проведён перпендикуляр ОD к его плоскости длиной 4м. Найдите расстояние от точки D до вершины треугольника.
5. Из точек А и В, лежащих в двух перпендикулярных плоскостях, опущены перпендикуляры АС и ВD на прямую пересечения плоскостей. Найдите длину отрезка АВ, если АС = 3 м., ВD = 4 м., СD = 12 м..
6. Через концы отрезка МН проведены прямые, перпендикулярные некоторой плоскости и пересекающие её в точках К и Т соответственно. Найдите МН, если КТ = 5 дм, МК =6 дм., НТ = 4 дм. и точки М и Н находятся по одну сторону от плоскости.
7. Дан прямоугольник АВСD и точка L вне его плоскости. Прямая LD перпендикулярна прямым AB и AD. Длина отрезка LD=6см., а стороны прямоугольника- AB=4см, AD=3см. Найдите: а) длину отрезка LB; б) S(LBC.
8. Плоскости ( и ( перпендикулярны. В плоскости ( взята точка S, расстояние от которой до прямой с (линии пересечения плоскостей) равно 0,5 м. В плоскости ( проведена прямая b, параллельная прямой с и отстоящая на 1,2 м от нее. Найдите расстояние от точки S до прямой b.
9. Точка L находится на расстоянии 10см от вершины прямоугольника ABCD со сторонами 6 см и 8 см. Найдите: 
а) расстояние от точки L до плоскости прямоугольника LO; 

	б) площадь треугольника ALC.
10. Точка S не принадлежит плоскости равностороннего треугольника. Найдите сторону треугольника, если расстояние от точки S до вершин треугольника 13дм., а до плоскости треугольника – 5дм.
11. Расстояние от точки S до сторон квадрата ABCD равно 10 дм, а до плоскости квадрата 6дм. Найдите: а) сторону квадрата; б) площадь треугольника ASD.
12. Точка М находится на расстоянии 12 см и 5 см от двух перпендикулярных плоскостей. Найдите расстояние от этой точки до линии пересечения плоскостей.
13. Отрезок MH не имеет общих точек с плоскостью. Прямые МР и НО, перпендикулярные этой плоскости, пересекают её в точках Р и О соответственно. МР=12мм., МН=13мм., НО=24мм. Найдите РО.
14. Точка L находится на расстоянии 10м. от вершины равностороннего треугольника со стороной 8
[image: image310.wmf]3

м. Найдите расстояние от точки L до плоскости треугольника.
15. Точка М не принадлежит плоскости квадрата ABCD. Прямая АМ перпендикулярна прямой АВ и АD, причем АВ=8 м, АМ=6 м. Найдите: 
а) длину отрезка МС; б) площадь треугольника MDB.
16. Прямая SA перпендикулярна плоскости прямоугольника ABCD. Стороны АВ и АС прямоугольника равны 7 см и 5 см. соответственно, а отрезок SC=13 см. Найдите: а) длину отрезка SB;

 б) площадь треугольника SDC.

17. Дан квадрат ABCD со стороной 8
[image: image311.wmf]2

м. Из точки N в центр квадрата опущен перпендикуляр. Угол между отрезком NA и плоскостью квадрата равен 600. Найдите: а)  расстояние от точки N до вершин квадрата; б) площадь треугольника ANC.
18. Из точек К и L, лежащих в двух перпендикулярных плоскостях, опущены перпендикуляры KC и LD на прямую пересечения плоскостей. Найдите длину отрезка KL, если KD=LC=5м, CD=1м.

19. Сторона равностороннего треугольника равна 12
[image: image312.wmf]3

дм. Найдите расстояние до сторон треугольника от точки, которая находится на расстоянии 8 дм от плоскости треугольника.

	20. Через точки А и В проведены прямые, перпендикулярные плоскости (, пересекающие её в точках С и D соответственно. Найдите расстояние между точками B и D, если АС=3 м, АВ=2,6 м, CD=2,4 м и отрезок АВ не пересекает плоскость (.
21. Из центра О квадрата ABCD восстановлен перпендикуляр ОК длиной 9 м. Расстояние от точки К до вершин квадрата равно 15 м. Найдите: а) сторону квадрата; б) S(АКС.
22. Стороны равностороннего треугольника равны 5
[image: image313.wmf]3

см. Найдите расстояние до плоскости треугольника от точки, которая находится на расстоянии 8см от каждой стороны.
23.Дан квадрат АВСD и точка Н вне его плоскости, причем АН ( ABCD. Длина отрезка НС=10 дм, а сторона квадрата 5 дм. Найдите: а) длину отрезка НВ; б) S(HАС.
24. Из точек А и В, лежащих в перпендикулярных плоскостях ( и (, опущены перпендикуляры АС и BD на прямую пересечения плоскостей. Найдите длину отрезка АВ, если: AD= 4 м, ВС=3 м, CD=2 м.
25. Телефонная проволока длиной 15 м протянута от телефонного столба, где она прикреплена на высоте 8 м от поверхности земли, к дому. Найдите, на какой высоте прикрепили к дому проволоку, если расстояние между домом и столбом равно 9 м.

26. Из точки к плоскости проведены две наклонные. Найдите длины наклонных, если одна из них на 26 см больше другой, а проекции наклонных равны 12 см и 40 см.
27. Отрезок МН пересекает некоторую плоскость в точке К. Через концы отрезка проведены прямые НР и МЕ, перпендикулярные плоскости и пересекающие её в точках Р и Е. Найти РЕ, если НР=4дм., НК=5дм., МЕ=12дм..
28. Прямые АВ и CD перпендикулярны некоторой плоскости и пересекают её в точках В и D соответственно. Найти АС, если АВ=9м., СD=15м., ВD=8м. и точки А и С лежат по разные стороны плоскости.
29. Из точки к плоскости проведены две наклонные, равные 23 см и 33 см. Найдите расстояние от этой точки до плоскости, если проекции наклонных относятся как 2(3.

	27. Отрезок МН пересекает некоторую плоскость в точке К. Через концы отрезка проведены прямые НР и МЕ, перпендикулярные плоскости и пересекающие её в точках Р и Е. Найти РЕ, если НР=4дм., НК=5дм., МЕ=12дм..
28. Прямые АВ и CD перпендикулярны некоторой плоскости и пересекают её в точках В и D соответственно. Найти АС, если АВ=9м., СD=15м., ВD=8м. и точки А и С лежат по разные стороны плоскости.
29. Из точки к плоскости проведены две наклонные, равные 23 см и 33см. Найдите расстояние от этой точки до плоскости, если проекции наклонных относятся как 2(3.
30. Точка Е не принадлежит плоскости прямоугольника АВСD, ВЕ
[image: image314.wmf]^
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АD. Найти площадь треугольника ЕВD, если ВD=7м., ЕD=25м.
31. В треугольнике АВС АВ=АС=20мм., ВС=24мм. Отрезок АМ перпендикулярен плоскости АВС и равен 12мм. Найти расстояние от точки М до прямой ВС.


	ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ.

	1. Изобразите параллелепипед ABCDA1B1C1D1  и постройте его сечение: а) плоскостью АВС1;  б) плоскостью АСС1. Докажите, что построенные сечения являются параллелограммами.
2. Точка S равноудалена от вершин прямоугольного треугольника и не лежит в плоскости этого треугольника. Докажите, что прямая SM где М – середина гипотенузы, перпендикулярна к плоскости треугольника.

	3. Точка М – середина ребра AD куба, изображённого на рисунке. Скопируйте рисунок и изобразите точку N, принадлежащую ребру CD, так, чтобы отрезки А1N и С1М имели общую точку.
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	4. Можно ли из данных плоских фигур получить модели геометрических тел? Если можно, то какие и как это сделать?
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5. Изобразите параллелепипед ABCDA1B1C1D1  и отметьте точки M и N соответственно на рёбрах ВВ1 и СС1. Постройте точку пересечения: а) прямой MN с плоскостью АВС;   б)  прямой АМ с плоскостью А1В1С1.

	6. Точки K, L, M и N принадлежат рёбрам изображённой на рисунке пирамиды. Скопируйте рисунок и определите, пересекаются ли прямые KL и MN, отрезки KN и LM.
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	7. Решите анаграммы и исключите лишнее слово:
а) лоннанаяк ;  пенлярперкуди;  ципрояек;  ачток;
б) давктар;  кинтрельуго;  гурк;  бук;
в) стькоспло; паямяр;  ачток;  тояраснисе;  
г) чул; аямпря;  козрето;  луго.
8. Постройте развёртку поверхности правильной пирамиды, боковое ребро которого равно 5,5см., а основание является:
а) равносторонним треугольником со стороной 4,3см;
б) квадратом с диагональю 5см;
в) ромбом со стороной 4см. и одним из углов, равным 850;
г) правильный шестиугольник со стороной 3см.
9. Сколько пирамид изображено на рисунке? Разделение пирамид ведите по линиям.

[image: image319.wmf]а)

L

M

F

N

в)

В

А

С

О

О

б)

H

S

V

T

P

Q

G

О


10. Перерисуйте из приложения (в конце пособия)  развёртки треугольной пирамиды и правильной четырёхугольной пирамиды. Склейте из этих развёрток пирамиды и обозначьте разными цветами:
а) расстояние от вершины пирамиды до вершин основания;
б) расстояние от вершины пирамиды до плоскости основания;
в) радиусы вписанной и описанной окружности основания правильной четырёхугольной пирамиды;
г) линейный угол между боковой гранью и основанием.

11.  Изобразите параллелепипед ABCDA1B1C1D1  и постройте его сечение плоскостью, проходящей через диагональ АС основания параллельно диагонали ВD1. Докажите, что если основание параллелепипеда – ромб и углы АВВ1 и СВВ1 прямые, то построенное сечение – равнобедренный треугольник



	М Н О Г О Г Р А Н Н И К И

Так называются тела, поверхность которых состоит из конечного числа плоских многоугольников.

Многогранник называют выпуклым, если он весь лежит по одну сторону от плоскости любой его грани; тогда грани его

 тоже выпуклы.
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	ПРИЗМА

Так называется многогранник, две грани которого (основания) – равные n – угольники, лежащие в параллельных плоскостях, а остальные n- граней (боковые грани) – параллелограммы,

	ОСНОВНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ ПРИЗМЫ
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Высота призмы – перпендикуляр, проведенный из точки одного основания к плоскости другого.

Диагональ призмы – отрезок, соединяющий две вершины призмы, не принадлежащие одной грани.

Диагональное сечение – сечение, которое проходит через какую-нибудь диагональ призмы и боковое ребро.

Поверхность призмы состоит из двух оснований и боковой поверхности. Боковая поверхность состоит из параллелограммов.

	ОСНОВНЫЕ ВИДЫ ПРИЗМ
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	ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕД

Так называется призма, основания которой параллелограммы.

	СВОЙСТВА ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА

Противолежащие грани равны и параллельны.

Все четыре диагонали пересекаются в одной точке и точкой пересечения делятся пополам. 

Точка пересечения диагоналей – центр симметрии.



	ВИДЫ ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДОВ
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	ПИРАМИДА

Так называется многогранник, одна грань которого (основание) – многоугольник, а все остальные грани (боковые)  - треугольники, имеющие общую вершину (вершина пирамиды).

	ОСНОВНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ ПИРАМИДЫ
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Высота пирамиды – перпендикуляр, опущенный из вершины пирамиды на плоскость основания.

Диагональное сечение – сечение, проходящее через два не соседних боковых ребра пирамиды.

Поверхность пирамиды состоит из основания и боковых граней. Каждая боковая грань – треугольник.

	ОСНОВНЫЕ ВИДЫ ПИРАМИД

	
[image: image325.wmf]ПИРАМИДА

апофема L

Правильная:

в основании

лежит

правильный

многоугольник;

высота

 восстановлена из

центра основания.

Боковые грани

 - равные

равнобедренные

треугольники.

Боковые

ребра

 - равны.

Апофемы

равны.

Апофема (L)

пирамиды

 - высота

грани, проведенная из

вершины пирамиды,

к стороне

основания.

Неправильная:

высота Н
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	ПРАВИЛЬНЫЙ МНОГОГРАННИК

Так называется многогранник, у которого:

· все грани – равные правильные многоугольники;

· все многогранные углы имеют одинаковое число граней;

· все ребра – равные отрезки;

             -    все плоские углы – равные углы.


	ВИДЫ ПРАВИЛЬНЫХ МНОГОГРАННИКОВ
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	УПРАЖНЕНИЯ.

	1. Какие из фигур, изображенных на рисунке, являются призмами и почему?
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2. Существует ли треугольная призма, у которой:

а) только две боковые грани - прямоугольники;

б) только две боковые грани перпендикулярны плоскости основания;

в) только одна боковая грань – прямоугольник?
3. ABCDEFKA1B1C1D1E1F1K1  - невыпуклая прямая призма.
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	Выпишите:

а) основания;

б) параллельные боковые грани;

в) все грани, проходящие через точку С;

г) все грани параллельные ребру КК1 (см. тему " Параллельные прямая и плоскость");

д) все диагонали призмы.


	4. Верно ли утверждение:

             а) основанием наклонной призмы является правильный многоугольник;

б) куб является призмой;

             в) если призма наклонная, то ее высота равна длине бокового ребра;

г) высота призмы – отрезок, соединяющий две вершины, не лежащие в одной грани;

д) если сторона основания правильной четырехугольной призмы равна ее высоте, то эта призма куб?
 5. Сделайте рисунок наклонной четырехугольной призмы, обозначьте ее и запишите: вершины, основания, боковые ребра, боковые грани, противоположные грани.
6. Среди изображенных тел выберите номера тех, которые являются параллелепипедом.
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7. Какое из утверждений является неверным:

а) призма – это многогранник;

б) параллелепипед – это многоугольник;

             в) усечённая пирамида - пирамида?

8. Из скольких кубиков с ребром 3 см каждый можно составить куб с ребром 15 см?



	9. В кубе из одной вершины проведены две диагонали боковых граней. Чему равен угол между ними?
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	10. Верно ли утверждение:

а) прямоугольник может быть основанием наклонного параллелепипеда;

б) наклонный параллелепипед имеет множество плоскостей симметрии;

в) параллелепипед имеет четыре диагонали; 

г) существует такой наклонный параллелепипед, у которого четыре грани прямоугольники?

	11. Вершинами некоторого многогранника являются центр верхней грани куба, и середины всех сторон нижней его грани. Как называется этот многогранник? Перечислите равные ребра, и укажите какие грани этого многогранника равны между собой.
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	12. Ответьте на вопросы

а) сколько боковых ребер пирамиды могут быть перпендикулярными к плоскости основания;

б) будет ли пирамида правильной, если ее боковыми гранями являются правильные треугольники?
13. Верно ли утверждение: 

а) пирамида всегда будет правильной, если в ее основании лежит правильный многоугольник;

б) высота боковой грани правильной пирамиды – апофема;

в) в любой пирамиде можно провести апофему;

г) тетраэдр – правильный многогранник;

             д) наименьшее число ребер, какое может иметь пирамида – шесть;

е) тетраэдр имеет несколько плоскостей симметрии, проходящих через данную вершину.
14. В правильной треугольной пирамиде SABC:

а) укажите угол между боковой гранью SAB и плоскостью основания АВС, для этого постройте линейный угол этих плоскостей;

             б) укажите радиус вписанной и описанной окружности основания;


	в) вычислите r и R, если АВ=10 см;

г) вычислите длину бокового ребра  и высоту, если боковое ребро наклонено к плоскости основания под углом 600.
15. Известно, что многогранник, у которого 26 вершин, является призмой. Какой многоугольник лежит в основании этой призмы? Сколько боковых граней имеет эта призма?
16. Может ли пирамида иметь:  а)  13 рёбер;  б)   14 рёбер;  в)13 боковых рёбер? Если такая пирамида существует, то какая она?
17. Может ли призма иметь:  а)  15 рёбер;  б)  28 рёбер;  в) 8 боковых рёбер? 

Если эта призма существует, то какая она? Сколько у неё боковых рёбер, вершин?



	ПРОЧИТАЙТЕ УСЛОВИЕ ЗАДАЧ И РАЗБЕРИТЕ 

ИХ РЕШЕНИЕ.
1. Основанием прямой призмы служит прямоугольник со сторонами 4 см и 8см. Высота призмы равна 5см. Найдите площадь диагонального сечения призмы и диагональ призмы.

	Дано:

ABCDA1B1C1D1 прямая призма.

ABCD –прямоугольник.

AB=4см

ВС=8см

АА1=5см.

Найти: 

S ACC1A1, АС1.
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	Решение:

1) Сечение АСС1А1 – прямоугольник, S АСС1А1=АС·АА1, где АА1=5см.

2) АС -? Рассмотрим 
[image: image335.wmf]D

АВС, т.к. АВСD – прямоугольник, то 
[image: image336.wmf]D

АВС – прямоугольный, значит по теореме Пифагора:

	  АС2 =АВ2 + ВС2 =42 + 82 =16+64=80;

АС=
[image: image337.wmf]80

=
[image: image338.wmf]5

16

×

=4
[image: image339.wmf]5

(см).  S ACC1A1= 4
[image: image340.wmf]5

·5=20
[image: image341.wmf]5

(см2).

3) Найдем  AC1. Дана прямая призма, в основании которой лежит прямоугольник 
[image: image342.wmf]Þ

 это прямоугольный параллелепипед. Значит АС 2=АВ2 +ВС2 +АА12 =42 + 82 +52= 16+64+25=105, AC1 =
[image: image343.wmf]105

(см).



	Ответ: S ACC1A1= 4
[image: image344.wmf]5

·5=20
[image: image345.wmf]5

(см2), AC1 =
[image: image346.wmf]105

(см).
2. В правильной треугольной призме АВСА1В1С1 проведено сечение через вершину В1 и ребро АС. Найдите периметр и площадь сечения, если сторона основания равна 12 м, а боковое ребро 9м.

	Дано:

АВСА1В1С1 – правильная треугольная призма.

АВ=АС=ВС=12 м.

АА1=ВВ1=СС1=9 м.

Найти: РАСВ1,

 SАСВ1.
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	Решение:

1) РАСВ1 = АВ1 + АС +В1С, АС=12 м, АВ1, В1С -?

2) Рассмотрим  
[image: image348.wmf]D

АСВ1 – он равнобедренный т.к. АВСА1В1С1 – правильная призма, и значит АВ1=В1С.

	3) АВ1 найдем из 
[image: image349.wmf]D

АВВ1. 
[image: image350.wmf]D

АВВ1 – прямоугольный 
[image: image351.wmf]Þ

 по теореме Пифагора

АВ12 = ВВ12 + АВ2 = 122 + 92 = 144 +81 =225, АВ1= 
[image: image352.wmf]225

= 15(м). Тогда РАСВ1= АС +2·АВ1= 12+2·15= 42 (м).

4) SАСВ1= 
[image: image353.wmf]2

1

аh =
[image: image354.wmf]2

1

АС·В1О, где В1О – высота, АС = 12 м.

	5) В1О -?  
[image: image355.wmf]D

АСВ1 – равнобедренный 
[image: image356.wmf]Þ

 В1О – высота, медиана. Из прямоугольного 
[image: image357.wmf]D

АВ1О по теореме Пифагора АВ12 = В1О2 +ОА2 ,

найдем В1О2 = АВ12 – ОА2, АВ1 =15м (см. решение выше), а ОА = АС : 2 =12 : 2 = 6 (м). В1О2 = 152 – 62 =189, В1О = 
[image: image358.wmf]189

= 
[image: image359.wmf]21

9

×

 =3
[image: image360.wmf]21

 (м). Тогда SАСВ1= 
[image: image361.wmf]2

1

·12·3
[image: image362.wmf]21

= 18
[image: image363.wmf]21

(м2).

В этой задаче SАСВ1 можно найти по формуле Герона.

р = 
[image: image364.wmf]2

12

15

15

+

+

=21 (м), S= 
[image: image365.wmf])
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= 
[image: image366.wmf]9

6

6

21

×

×

×

= 18
[image: image367.wmf]21

(м2).

Ответ: РАСВ1= 42 м, SАСВ1= 18
[image: image368.wmf]21

м2.

	3. В правильной четырехугольной призме со стороной основания 6 дм и высотой 15 дм проведено диагональное сечение, которое разбивает ее на две треугольные призмы. Найдите площадь боковых поверхностей треугольных призм.

	Дано:

АВСDА1В1С1D1 – правильная призма.

АВ=6 дм.

h =АА1 =15дм

АВВ1А1 – диагональное сечение;

Найти: 

Sбок. АВСА1В1 С1.
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	Решение:

1) АВСDА1В1С1D1  - правильная призма, значит, диагональное сечение АСС1А1 дели ее на две равные треугольные призмы, 

	тогда боковые грани – равные прямоугольники АВВ1А1 = ВСС1В1 = СDD1C1 =АDD1А1. Sбок. АВСА1В1 С1=2 SАВВ1А1+ SАСС1А1.

SАВВ1А1 =АВ · АА1 = 6·15 = 90 (дм2).

2) SАСС1А1 -?  АСС1А1 – прямоугольник, SАСС1А1 = АС·СС1, СС1 =15 дм, АС -?

3) Найдем АС, для этого рассмотрим прямоугольный 
[image: image370.wmf]D

АВС, по теореме Пифагора АС2 = АВ2 + ВС2 = 2 · АВ2 = 2·62 =72, АС = 
[image: image371.wmf]72

= 6 
[image: image372.wmf]2

(дм). SАСС1А1 = 15·6
[image: image373.wmf]2

= 90 
[image: image374.wmf]2

(дм2).

Sбок. АВСА1В1 С1 = 2 ·90 + 90 
[image: image375.wmf]2

 = 90( 2 + 
[image: image376.wmf]2

) (дм2).

Ответ:  Sбок. АВСА1В1 С1 =  90( 2 + 
[image: image377.wmf]2

) дм2.

4. Дан прямоугольный параллелепипед KLMNK1L1M1N1, сторона      KL = 7м, а LM = 24 м. Диагональ параллелепипеда наклонена к плоскости основания под углом 450. Найдите высоту параллелепипеда.

	Дано:

KLMNK1L1M1N1 – прямоугольный параллелепипед.

KL =7м.

LM = 24м.


[image: image378.wmf]Ð

KMK1 = 450.

Найти: KK1
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	Решение:

1) Рассмотрим  
[image: image380.wmf]D

KMK1, он прямоугольный (если 
[image: image381.wmf]Ð

KMK1 = 450, то 
[image: image382.wmf]D

KMK1 – равнобедренный, KK1 = KM, КМ - ?

2) Найдем KM из прямоугольного 
[image: image383.wmf]D

KLM по 


	т. Пифагора KM2 = KL2 + LM2 = 72 + 242 = 49 + 586 = 625, KM = 
[image: image384.wmf]625

 =25 дм 
[image: image385.wmf]Þ

 KK1 = 25 дм.

Ответ: KK1 = 25 дм.
5. В правильной  четырехугольной пирамиде высота равна 12 см, а апофема боковой грани –15 см. Найдите боковое ребро пирамиды.

	Дано:

SABCD – 

правильная 

пирамида.

h = SO =12 см.

l = SK = 15см. 

Найти: SD
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	Решение:

1) Ребро SD найдем из 
[image: image387.wmf]D

SKD, по теореме Пифагора SD2 = SK2 + KD2 (отметим, что 
[image: image388.wmf]D

DSC равнобедренный, т.к. SABCD – правильная пирамида, 

	SK является медианой и высотой), SK =15 см, KD -?

2) Найдем KD. Для этого рассмотрим 
[image: image389.wmf]D

OKD, он прямоугольный и равнобедренный (SK 
[image: image390.wmf]^

 CD 
[image: image391.wmf]Þ

 OK 
[image: image392.wmf]^

 SD, ОК – радиус вписанной окружности в основание), ОК = DC/2 и KD =DC/2.

Если ОК = KD, то найдем ОК из 
[image: image393.wmf]D

SOK по теореме Пифагора              SK2 = SО2 – SO2 = 152 – 122 =81, ОК =
[image: image394.wmf]81

= 9 (см) 
[image: image395.wmf]Þ

 KD = 9 см.

Тогда SD2 = 152 + 92 =225 +81 = 306, SD = 
[image: image396.wmf]306

 = 3
[image: image397.wmf]34

(см).

Ответ: SD = 3
[image: image398.wmf]34

см.

6. В правильной треугольной пирамиде сторона основания равна 12 м, а апофема боковой грани 8 м. Найдите боковое ребро пирамиды и высоту.

	Дано: 

FKLV – 

правильная 

пирамида.

а = KL = 12 м

l = FN= 8 м.

Найти: FK, FО.
	
[image: image399.wmf]О
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	Решение:

1) Боковое ребро FK найдем из прямоугольного 
[image: image400.wmf]D

FNK, по теореме Пифагора  FK2 = FN2 + NK2 = 82 + 62 = 100, FK=
[image: image401.wmf]100

=10(м).

	( NK = KL : 2 т.к. FN – высота и медиана 
[image: image402.wmf]D

KFL)

2) FО -? Из прямоугольного 
[image: image403.wmf]D

NOF по теореме Пифагора FN2 = FO2 + NO2 
[image: image404.wmf]Þ

 FO2 = FN2 – NO2, FN= 8м.

	3) NO - ? NO = r – радиус вписанной окружности  в 
[image: image405.wmf]D

KLM 
[image: image406.wmf]Þ

 

NO = 
[image: image407.wmf]3

2

KL

 = 
[image: image408.wmf]3

2

12

= 
[image: image409.wmf]3

6

=2
[image: image410.wmf]3

(м).

Тогда FO2 = 82 – (2
[image: image411.wmf]3

)2 = 64-12 =52, FO =
[image: image412.wmf]52

= 
[image: image413.wmf]4

13

×

= 2
[image: image414.wmf]13

 (м).

Ответ: FK = 10м, FO =2
[image: image415.wmf]13

м.
7. В основании пирамиды лежит прямоугольный треугольник, гипотенуза которого равна 15 дм, а один из катетов – 9 дм. Найдите площадь сечения, проведенного через середину высоты пирамиды, параллельно ее основанию.

	Дано:

SABC – пирамида.


[image: image416.wmf]Ð

АВС =900.

АС = 15 дм, ВС =9 дм.


[image: image417.wmf]SO
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 =
[image: image418.wmf]2

1


Найти: S
[image: image419.wmf]D

А1В1С1
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	Решение:

1) Сечения АВС и А1В1С1 – подобны с коэффициентом подобия k = 
[image: image421.wmf]2

1

, известно, что



	
[image: image422.wmf]S

S

1

 = k2 
[image: image423.wmf]Þ

 S
[image: image424.wmf]D

А1В1С1/ S
[image: image425.wmf]D

АВС =
[image: image426.wmf]4

1

.   S
[image: image427.wmf]D

А1В1С1 = S
[image: image428.wmf]D

АВС/ 4.

2) S
[image: image429.wmf]D

АВС -?  
[image: image430.wmf]D

АВС – прямоугольный 
[image: image431.wmf]Þ

 S
[image: image432.wmf]D

А1В1С1 = 
[image: image433.wmf]2

1

АВ( ВС, АВ -? По теореме Пифагора АС2 =АВ2 + ВС2 
[image: image434.wmf]Þ

 АВ2= АС2 –ВС2 = 152 –92 =144, 

АВ = 
[image: image435.wmf]144

=12 (дм).   S
[image: image436.wmf]D

А1В1С1 = 
[image: image437.wmf]2

1



 EMBED Equation.3 [image: image438.wmf]9

12

×

×

=54 (дм).

Ответ: S
[image: image439.wmf]D

А1В1С1 = 
[image: image440.wmf]2

1



 EMBED Equation.3 [image: image441.wmf]9

12

×

×

=54 дм.




	РИСУНКИ К  ЗАДАЧАМ (призма).
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Примечание:  а, b-стороны основания;      h-высота;                           

                           Sосн.-площадь основания;

                           Sсеч.-площадь сечения;

                           dпр.(осн.)-диагональ призмы (основания).


	РИСУНКИ К ЗАДАЧАМ (пирамида)
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 Примечание: а, b, с – стороны основания;
                            h – высота;

                              L – апофема;

                              l – длина бокового ребра;   

                             Sсеч. – площадь сечения.


	ЗАДАЧИ (призма)

	1. Дана прямая призма, в основании которой лежит прямоугольник. Диагональ меньшей боковой грани равна 9м., а диагональ призмы 15м. Высота призмы равна 7м. Найдите площадь диагонального сечения.
2. В правильной треугольной призме АВСА1В1С1 проведено сечение через вершину С1 и ребро АВ. найдите периметр сечения, если сторона основания равна 24см., а боковое ребро- 10см.
3. Диагональное сечение правильной четырёхугольной призмы, у которой сторона основания равна 10см. и высота 12см., разбивает её на две треугольные призмы. Найдите площади боковых поверхностей треугольных призм.
4. В правильной четырёхугольной призме площадь основания равна 144дм2, а высота 14дм. Найдите диагональ призмы.
5. Определите диагональ прямоугольного параллелепипеда по трём его измерениям 1, 2, 2.
6. Стороны основания прямоугольного параллелепипеда равны 9м. и 12м., а диагональ наклонена к плоскости основания под углом 450. Найдите высоту параллелепипеда.
7. Высота прямой призмы равна 10см. Основанием призмы является прямоугольник со сторонами 6см. и 8см. Найдите площадь диагонального сечения.
8. В правильной четырёхугольной призме диагональ боковой грани 23м., а диагональ основания 20м. Найдите диагональ призмы.
9.Длины рёбер прямоугольного параллелепипеда равны 6см.. 8см. и 24см. Найдите длины его диагоналей.
10. В основании прямой призмы лежит прямоугольник со сторонами 2м. и 2
[image: image452.wmf]8

м. Диагональ призмы наклонена к плоскости основания под углом 450. Найдите длину бокового ребра.
11. В прямой призме основанием является прямоугольник со сторонами 2м. и 4м. Высота этой призме равна 3м.  Найдите площадь диагонального сечения.
12.АВСА1В1С1- прямая треугольная призма, в основании которой лежит равнобедренный треугольник со сторонами 10см., 10см. и 13см. Найдите площадь сечения, проходящего через вершину В и ребро А1С1, если высота призмы равна 2см.

	13. В правильной четырёхугольной призме диагональ боковой грани 10м., а диагональ основания 8
[image: image453.wmf]2

 м. Найдите площадь диагонального сечения.
14 Найдите диагональ прямоугольного параллелепипеда, если диагонали его граней имеют длины 11, 19 и 20м.
15. В прямоугольном параллелепипеде стороны основания равны 5см. и 12см., а диагональ параллелепипеда наклонена к плоскости основания под углом 450. Найдите высоту параллелепипеда.
16. Основанием прямой призмы служит прямоугольник. Диагональ основания равна 6дм., а диагональ призмы 8дм. Найдите площадь диагонального сечения.
17. Сторона основания правильной треугольной призмы равна 24м.. а высота призмы 18см. Найдите периметр сечения, проведённого через сторону нижнего основания и противолежащую вершину верхнего основания.
18.Определите диагонали прямоугольного параллелепипеда по трём его измерениям 2, 3, 6.
19. Стороны прямоугольника, который лежит в основании прямой призмы, равны 4см. и 6см. Высота-8см. Найдите площадь диагонального сечения.
20. Найдите высоту правильной четырёхугольной призмы, если сторона основания равна 2м., а диагональ составляет с плоскостью основания угол 450.
21. В правильной треугольной призме сторона основания равна 12м., а высота- 9м. Найдите периметр сечения, проходящего через вершину С и ребро А1В1.
22. Сторона основания правильной четырёхугольной призмы равна 4м., а высота- 8м. Найдите площади боковых поверхностей треугольной призмы, образованной диагональным сечением.
23. В основании прямоугольного параллелепипеда лежит квадрат со стороной 4см. Диагональ параллелепипеда образует с плоскостью основания угол 600. Найдите высоту призмы.
24. В правильной треугольной призме сторона основания равна 8см., а высота 6см. Найдите площадь сечения, проведенного через ребро А1С1 и вершину В.



	25. Площадь основания правильной четырёхугольной призмы равна 81дм2, а высота-5дм. Найдите площади боковых поверхностей треугольных призм, образованных диагональным сечением.


26. В правильной четырёхугольной призме расстояние от вершины верхнего основания до середины диагонали нижнего основания равно 10см. Высота призмы 6см. Найдите длины сторон оснований призмы.

27. В правильной четырёхугольной призме ABCDA1B1C1D1 площадь основания равна 16см2. Найдите расстояние между прямыми АА1 и В1D.

28.В правильной треугольной призме боковое ребро равно 3см., а расстояние от вершины верхнего основания до середины противоположной стороны нижнего основания равно 6см. Найдите длины остальных рёбер призмы.

	ЗАДАЧИ (пирамида).

	1. В правильной треугольной пирамиде сторона основания равна 12
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см., а каждое боковое ребро 13см. Найдите высоту пирамиды.
2. В основании пирамиды лежит прямоугольник со сторонами 3м. и 3
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м. Высота пирамиды равна 4м. Найдите длину бокового ребра.
3. Найдите сторону основания правильной треугольной пирамиды, если высота пирамиды равна 6м., а апофема 10м.
4. В правильной четырёхугольной пирамиде сторона основания равна 12мм., а апофема 8мм. Найдите боковое ребро пирамиды.
5. В основании пирамиды лежит прямоугольник, гипотенуза которого равна 13м., а один из катетов-12м. Найдите площадь сечения, проведённого через середину высоты пирамиды, параллельно её основанию.
6. Каждая боковая грань правильной треугольной пирамиды наклонена к плоскости основания под углом 300. Найдите сторону основания, если высота пирамиды равна 10мм.
7. Найдите сторону основания правильной треугольной пирамиды, если известно, что высота пирамиды равна 21м., а длина бокового ребра-29м.

	8. Дана четырёхугольная пирамида в основании которой лежит прямоугольник со сторонами 6дм. и 2
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дм. Каждое боковое ребро наклонено к плоскости основания под углом 600. Найдите длину бокового ребра.
9. Найдите апофему правильной треугольной пирамиды, если сторона основания равна 4
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см., а длина каждого бокового ребра 6см.
10. Стороны оснований правильной усечённой треугольной пирамиды 4дм. и 1дм. Боковое ребро 2дм. Найдите высоту пирамиды.
11. Апофема правильной треугольной пирамиды равна 6дм., а сторона основания 6
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дм. Найдите высоту пирамиды.
12. Сторона основания правильной четырёхугольной пирамиды равна 4
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м. Найдите апофему данной пирамиды, если длина бокового ребра равна 5м.
13. Основание пирамиды- прямоугольник со сторонами 6см. и 8см. Каждое боковое ребро пирамиды равно 10см. Найдите высоту пирамиды.
14. В правильной треугольной пирамиде боковые ребра наклонены к плоскости основания под углом 300. Сторона основания равна 12м. Найдите высоту пирамиды.
15. Высота правильной треугольной пирамиды равна 12см., а апофема 13см. Найдите длину бокового ребра пирамиды.
16. Высота правильной четырёхугольной усечённой пирамиды равна 4дм. Стороны оснований-2дм. и 8дм. Найдите площади диагональных сечений.
17. Найдите сторону основания правильной четырёхугольной пирамиды, если высота пирамиды равна 2
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м., а апофема 8м.
18. Боковое ребро пирамиды разделено на четыре равные части и через точки деления проведены плоскости, параллельные основанию. Площадь основания равна 400см2. Найдите площади сечений.
19. Основание пирамиды – прямоугольник со сторонами 8см. и 6см. Высота пирамиды равна 12см. Найдите длину бокового ребра.

	20. В правильной треугольной пирамиде сторона основания равна 3
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м. Высота пирамиды равна 4м. Найдите длину бокового ребра.
21. В основании пирамиды лежит прямоугольный треугольник, гипотенуза которого равна 25м., а катет 7м. Найдите площадь сечения, проведенного через середину высоты пирамиды параллельно её основанию.
22. Найдите сторону основания правильной четырёхугольной пирамиды, если боковое ребро равно 6м., а высота 2м.
23. Найдите длину бокового ребра правильной треугольной пирамиды, если апофема пирамиды равна 41мм., а высота 40мм.
24. Найдите высоту правильной четырёхугольной пирамиды, если сторона основания равна 7
[image: image462.wmf]2

м., а каждое боковое ребро наклонено к плоскости основания под углом 450.
25. Дана пирамида KLMNF, основание LMNF- прямоугольник со сторонами 2
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м. и 10м. Каждое боковое ребро пирамиды равно 10м. Найдите высоту пирамиды.


26. Все боковые грани треугольной пирамиды составляют с плоскостью основания угол 450. Найдите высоту пирамиды, если стороны основания равны 20, 21 и 29см.

27. В основании пирамиды лежит равнобедренная трапеция, основания которой равны 16 и 4см. Найдите высоту пирамиды, если каждая её боковая грань составляет с плоскостью основания угол 600.

28. Основанием пирамиды является равнобедренный треугольник с углом 1200. Боковые рёбра образуют с её высотой, равной 16см., углы в 450. Найдите площадь основания пирамиды.



	ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ.

	1. На поверхности геометрических тел нарисованы различные узоры. Изобразите развёртки поверхностей этих тел и покажите на них соответствующие узоры.
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2. Постройте развёртку поверхности:

1) прямоугольного параллелепипеда с рёбрами 5см, 2см, 3см.;

2) прямого параллелепипеда, если его высота равна 6см и основанием является:    а) параллелограмм, один из углов которого равен 500 и стороны –          

             а) 4,6см и 2см.;

            б) ромб с углом 600 и меньшей диагональю 4см.

3)прямой призмы, если её высота равна 5см и в основании лежит:  

            а) трапеция АВСD, причём AD||ВС, (А=600, АВ=ВС= 2см, AD=5см;

             б) равнобедренный треугольник, с основанием 4см и боковой стороной   2,5см.

4) правильной призмы, если её высота равна 6см и в основании лежит:

             а) пятиугольник, вписанный в окружность радиуса 3см;

             б) шестиугольник со стороной 3см.

Склейте из всех этих развёрток модели различных призм.

3. Постарайтесь как можно быстрее определить сколько в каждом сооружении не хватает кубиков до полного куба.
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	4. Какие предметы или фигуры можно получить, если сложить несколько:

а) пирамид одинаковой величины;

б) призм одинаковой величины.

По возможности сделайте рисунок.

5. От деревянных моделей пирамид и призмы отпилили по кусочку разной формы, а оставшиеся части изобразили на рисунке. Нарисуйте отпиленные кусочки.
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6. Постройте развёртку поверхности правильной пирамиды, боковое ребро которой равно 5,5см, а основание является:

              а) равносторонним треугольником со стороной 4,3см;

              б) квадратом с диагональю 5см;

              в) ромбом со стороной 4см и одним из углов, равным 850;

              г) правильный шестиугольник со стороной 3см.

Склейте из всех этих развёрток модели пирамид.

7. Вам предлагается 12 равносторонних треугольников и 6 прямоугольников. Какие развёртки многогранников можно получить в результате синтеза ( соединения) в разном порядке данных фигур.

8. На какие многогранники разбивает призму АВСА1В1С1 плоскость, проходящая через вершины А, В и С1? Какие особенности имеют эти многогранники? Сделайте рисунок.

9. В кубе АВСDА 1В 1С 1D1 из вершины D1 проведены диагонали граней D1A,   D1B1,  D1C. Как называется многогранник с вершинами D1,  А,  В1,  С? Имеет ли этот многогранник равные рёбра? равные грани?


	10. В этих рисунках допущены ошибки. Найдите и исправьте их.
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11. Вершинами некоторого многогранника являются центр верхней грани куба и середины всех сторон нижней его грани. Как называется этот многогранник? Сделайте рисунок и обозначьте равные рёбра многогранника; укажите, какие грани этого многогранника равны между собой.
12. Дана треугольная пирамида SАВС, АВС – основание. Точки М и N принадлежат основанию пирамиды, но не лежат на рёбрах АВ, ВС, АС. Покажите на рисунке сечение этой пирамиды плоскостью, проходящей через точки S, М и N.
13. Дана прямая треугольная призма АВСА1В1С1: точка К – середина ребра А1В1, точки М и N – внутренние точки отрезков АВ и ВС, не совпадающие с их серединами. Покажите на рисунке сечение этой призмы плоскостью, проходящей через точки К, М, N.




	14. Постарайтесь как можно быстрее определить, сколько многогранников изображено на рисунке? Назовите их.


[image: image468.wmf]
15. В каждой строке написано пять слов, из которых четыре можно объединить в одну группу и дать ей название, а одно слово к этой группе не относится. Найдите это слово и назовите оставшуюся группу.

1) Призма, куб, пирамида, параллелепипед, прямоугольный параллелепипед.

2)  Вершина, куб, ребро, основание, высота.

3) Призма, куб, октаэдр, тетраэдр, додекаэдр.

4) Ромб, треугольник, прямоугольник, пирамида, трапеция.



	ТЕЛА  ВРАЩЕНИЯ

	ЦИЛИНДР

	
[image: image469.wmf]
Прямым круговым цилиндром называется фигура, полученная при вращении прямоугольника вокруг оси, содержащей одну из его сторон.
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Элементы цилиндра:

R- радиус основания;

D- диаметр основания; 

ОО1- ось вращения цилиндра;

Н- высота;

L – образующая.
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ABCD- осевое 

сечение
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Круг k – поперечное сечение
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Усеченный цилиндр

	КОНУС

	
[image: image474.wmf]
Прямым круговым конусом называется фигура, полученная при вращении прямоугольного треугольника вокруг оси, содержащий его катет.
	
[image: image475.wmf]R

H

L

D


Элементы конуса:

R – радиус основания;

D – диаметр основания;

Н – высота;

L – образующая.
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АВС – осевое сечение (равнобедренный треугольник)
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Круг k – поперечное сечение
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Усеченный конус

	ШАР
	СФЕРА

	
[image: image479.wmf]D

R

О


Шар – тело, получаемое вращением полукруга того же радиуса вокруг прямой, содержащий диаметр, ограничивающий этот полукруг.

R – радиус полукруга (равен радиусу шара).

D – диаметр шара.

О – центр шара.
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Сфера (шаровая поверхность) – замкнутая поверхность, получаемая вращением полуокружности вокруг прямой, содержащей стягивающий ее диаметр.

R – радиус сферы.

О – центр сферы.

	Сфера и плоскость (взаимное расположение).  
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Плоскость ( не имеет со сферой общих точек
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Плоскость ( касается сферы в точке Р1 (полюсе)
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Плоскость 
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 пересекает сферу по окружность L1 с центром О1 на оси.
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Плоскость 
[image: image486.wmf]a

 пересекает сферу (проходя через её центр О) по большому кругу L0 с тем же центром.


	УПРАЖНЕНИЯ.

	1. Ответьте на вопросы.

      1. Какие фигуры изображены на рисунке?


[image: image487.wmf]1

2

3

4

5

6

7

8


      2. Имеет ли цилиндр:

            а) центр симметрии?

            б) ось симметрии, сколько?

            в) плоскость симметрии, сколько?

     3. Как расположены точки на поверхности цилиндра, равноудаленные от двух точек оснований?

     4. Имеет ли конус:

            а) центр симметрии?

            б) ось симметрии, сколько?

            в) плоскость симметрии, сколько? 

      5. Как расположены точки на поверхности цилиндра, равноудаленные от двух точек образующих? Сделайте рисунок.

      6. Имеет ли шар:

            а) центр симметрии?

            б) ось симметрии, сколько?

            в) плоскость симметрии, сколько?

      7. Сколько касательных плоскостей к сфере можно провести через точку, взятую:  а) на сфере;     б)  вне сферы.

 2. Три шара радиуса R касаются друг друга. Вычислите стороны треугольника, образованного центрами этих шаров.



	3. Нарисуйте тела вращения, образованные вращением плоских фигур вокруг оси m, изображенных на рисунке.
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4. Выберите верный ответ. К каждому заданию сделайте рисунок.

        1. Радиус основания цилиндра 1.5см, высота – 4см. Чему равна диагональ осевого сечения?

а) 4.2см;               б) 10см;              в) 5см.

        2. Осевое сечение цилиндра – квадрат, площадь которого36дм2. Чему равна площадь основания цилиндра?

а) 6( дм2;              б) 9( дм2;           в) 36( дм2.

        3. Квадрат со стороной 4см вращается вокруг одной из своих сторон. Чему равна площадь основания полученного тела вращения?

а) 2( см2;              б) 4(см2;             в) 16( см2.

        4. Наибольший угол между образующими конуса 600. Чему равен диаметр основания, если образующая равна 7см?

        5. Площадь осевого сечения конуса равна 36см2, а высота 12см. Найдите радиус основания.

а) 3см;                  б) 6см;                 в) 8см.

	5. Точки Аи В расположены на видимой части боковой поверхности цилиндра. Скопируйте рисунок и проведите отрезок АВ. Все ли точки отрезка АВ принадлежат боковой поверхности цилиндра?
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	6. Точка А принадлежит основанию конуса, изображённого на рисунке, а точка В – оси SO этого конуса. Скопируйте рисунок и определите, где, внутри или снаружи конуса, расположена точка С прямой АВ.
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	7.Точка А принадлежит основанию цилиндра, изображённого на рисунке, а точка В – оси ОО1 этого цилиндра. Скопируйте рисунок и определите, где, внутри или снаружи цилиндра, расположена точка С прямой АВ.
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	ПРОЧИТАЙТЕ УСЛОВИЕ ЗАДАЧ И РАЗБЕРИТЕ ИХ РЕШЕНИЕ.

	1. Осевым сечением цилиндра является квадрат, диагональ которого равна 8
[image: image492.wmf]2

см. Найдите площадь осевого сечения и площадь основания цилиндра.

	Дано:

цилиндр;

АВСD – осев. сеч.;

АВСD – квадрат;

АС= 8
[image: image493.wmf]2

см.

Найти:

Sос. сеч.  ;   Sосн.
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	Решение:

1) Sос. сеч = SАВСD = АВ2.

Если АВСD – квадрат, то по теореме Пифагора АС = АВ
[image: image495.wmf]2

 = 8
[image: image496.wmf]2

( 

	АВ =8(см). Тогда  Sос. сеч = 82 = 64(см2).
2) Sосн. = (R2. Так как АВСD – осевое сечение, то  
R = 
[image: image497.wmf]2

АВ

 = 4
[image: image498.wmf]2

(см) ( Sосн. =  (4
[image: image499.wmf]2

)2 ( = 32( (см2).

Ответ: Sос. сеч.   = 64см2,   Sосн. = 32(.


	2. Образующая конуса наклонена к плоскости основания под углом 300. Найдите высоту конуса и площадь осевого сечения , если образующая конуса равна 12мм..

	Дано:

конус;

АВС – осев. сеч.;

L = АВ = 12мм;

(ВАС = 300.

Найти:

Н, Sос. сеч. .
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	Решение:

1) Найдём высоту. Для этого рассмотрим ( АОВ – он прямоугольный, т. к. ВО – высота. Значит, если АВ = 12(мм), то ВО 

=12 : 2 = 6(мм). ВО = Н.

	2) Sос. сеч.  = S(АВС = 
[image: image501.wmf]2

1

ah = 
[image: image502.wmf]2

1

АС ( ВО , ВО = 6(мм), 

АС - ?  АС = 2АО. Найдём АО из ( АОВ по т. Пифагора. АО2 =АВ2 – ВО2 =

= 122 – 62 = 108, АО = 
[image: image503.wmf]108

 = 6
[image: image504.wmf]3

(мм). 

Тогда  Sос. сеч.= 
[image: image505.wmf]2

1

2( 6
[image: image506.wmf]3

( 6 =36
[image: image507.wmf]3

(мм2).

Ответ: Н = 6мм, Sос. сеч = 36
[image: image508.wmf]3

мм2.
3. На расстоянии 8дм от центра шара проведено сечение, площадь которого равна 36дм2. Найдите радиус шара.

	Дано:

шар,  (
[image: image509.wmf]Ç

шар ;

Scеч. = 36дм2;

h = ОА = 8дм;

Найти: Rш.
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	Решение:

1) Scеч. = (R2 = 36 ( Rсеч. = 6дм.

Rш. - ?  Рассмотрим (ОАВ, где АВ = Rсеч., ОВ = Rш. и ОА = h, тогда по т. Пифагора

	ОВ2 = ОА2 + АВ2 = 82 + 62 = 100, ОВ = 
[image: image511.wmf]100

 = 10(дм) ( Rш. = 10дм.

Ответ: Rш. =10дм.


	РИСУНКИ К ЗАДАЧАМ
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	ЗАДАЧИ.

	1. Радиус основания цилиндра равен 5см, а его образующая – 9см. Найдите: площадь основания цилиндра, площадь осевого сечения, диагональ осевого сечения.
2. Высота цилиндра равна 8см, радиус равен 5см. Найдите площадь сечения цилиндра плоскостью, параллельной его оси, если расстояние между этой плоскостью и осью цилиндра равно 3см.

	3. Осевое сечение конуса – равносторонний треугольник со стороной 6дм. Найдите высоту конуса, площадь осевого сечения и основания.
4.  Найдите площадь основания и площадь осевого сечения тела, полученного при вращении прямоугольного треугольника с катетом 3см и прилежащим углом 300  вокруг меньшего катета. 
5. Радиусы оснований усечённого конуса равны 5дм и 11дм, а образующая равна 10дм. Найдите: а) высоту усечённого конуса; б) площадь осевого сечения.
6. Радиус сферы равен 112см. Точка, лежащая на плоскости, касательной к сфере, удалена от точки касания на 15см. Найдите расстояние от этой точки до ближайшей к ней точки сферы.
7. Угол между высотой цилиндра  и диагональю осевого сечения равен 600. Найдите площадь осевого сечения и площадь основания цилиндра, если длина диагонали осевого сечения – 24мм.
8. Высота цилиндра равна 12м. а радиус основания равен 10м. Цилиндр пересечён плоскостью, параллельной его оси, так, что в сечении получился квадрат. Найдите расстояние от оси цилиндра до секущей плоскости.
9. Осевое сечение конуса – прямоугольный треугольник. Найдите площадь этого сечения и высоту конуса, если радиус основания конуса равен 5
[image: image513.wmf]2

см.
10. Найдите площадь основания и площадь осевого сечения тела, полученного при вращении квадрата вокруг одной из сторон. Диагональ квадрата равна 6
[image: image514.wmf]2

см.
11. Радиус основания конуса равен 14 м. Найдите площадь сечения, проведённого перпендикулярно его высоте через её середину.


	12. Найдите площадь сечения шара радиуса 41см, проведённого на расстоянии 9 см от центра.
13. На расстоянии 6дм от центра шара проведено сечение, площадь которого равна 64 дм2. Найдите радиус шара.
14. Радиусы оснований усечённого конуса равны 1м и 2м, высота – 3 м. Найдите площадь осевого сечения.
15. Угол между высотой конуса и образующей равен 300. Найдите образующую и площадь осевого сечения конуса, если радиус основания равен 5 м.
16. Найдите площадь основания и площадь осевого сечения тела, полученного при вращении равнобедренного прямоугольного треугольника с катетом 6 см вокруг его оси симметрии. 
17. Площадь основания цилиндра – 5 м2, а площадь осевого сечения – 10 м2. Найдите высоту цилиндра и диагональ осевого сечения.
18. Высота цилиндра равна 10 дм. Площадь сечения плоскостью параллельной оси цилиндра и удалённой на 9дм от неё равна 240дм2. Найдите радиус цилиндра.
19. Образующая конуса равна 25 м, а диаметр основания - 48 м. Найдите площадь основания и осевого сечения конуса.

20. Осевым сечением цилиндра является квадрат, диагональ которого равна 3
[image: image515.wmf]2

см. Найдите площадь осевого сечения и площадь основания цилиндра.
21.  Найдите площадь основания и площадь осевого сечения тела, полученного при вращении прямоугольника со сторонами 34 м и 6 м вокруг прямой, проходящей через середины его больших сторон.
22. Радиусы оснований усечённого конуса равны 10 м и 8 м, а образующая составляет с плоскостью основания угол в 450. Найдите площадь осевого сечения.
23. Сферу на расстоянии 8 м от центра пересекает плоскость. Радиус сечения равен 15 м. Найдите радиус сферы.
24. Диаметр основания цилиндра – 30 см. Цилиндр пересечён плоскостью, параллельной его оси, так, что в сечении получился квадрат. Расстояние от оси цилиндра до секущей плоскости равно 12 см. Найдите площадь сечения.

	25. Площадь основания цилиндра 16( см2. Угол между образующей цилиндра и диагональю его осевого сечения равен 300. Найдите площадь и диагональ осевого сечения.
26. Цилиндр пересечён плоскостью, параллельной его оси, на расстоянии 5мм. Найдите высоту цилиндра, если диаметр основания – 26мм, а площадь сечения – 240мм.

27. Образующая конуса наклонена к плоскости основания под углом 600. Найдите высоту конуса и площадь осевого сечения, если радиус основания равен 9 мм.
28. Найдите площадь основания и площадь осевого сечения тела, полученного при вращении прямоугольника со сторонами 14м и 6м вокруг меньшей стороны.
29. Найдите образующую усечённого конуса, если радиусы оснований равны 3см и 6см, а высота равна 4см.
30. Вершины равностороннего треугольника  лежат на сфере радиуса 13см. Найдите расстояние от центра сферы до плоскости треугольника, если сторона треугольника равна 10
[image: image516.wmf]3

см.


31. Плоскость, параллельная оси цилиндра, отсекает от окружности основания дугу в 600. Образующая цилиндра равна 10
[image: image517.wmf]3

см, расстояние от оси до секущей плоскости равно 2см. Найдите площадь сечения.
32. Площадь основания цилиндра относится к площади осевого сечения как 
[image: image518.wmf]3

( ( 4. Найдите угол между диагоналями осевого сечения.
33. Найдите угол при вершине осевого сечения конуса, если развёрткой его боковой поверхности является сектор с дугой, равной 1800.
34. Вычислите площадь основания и высоту конуса, если развёрткой его боковой поверхности является сектор, радиус которого равен 9см, а дуга равна 1200.
35. Сфера касается граней двугранного угла в 1200. Найдите радиус сферы и расстояние между точками касания, если расстояние от центра сферы до ребра двугранного угла равно а.




	ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ.

	1. В цилиндре диаметром 15мм сделано цилиндрическое отверстие диаметром 5мм. Оси обоих цилиндров совпадают. Затем цилиндр разрезали пополам плоскостью, проходящей через ось. Нарисовать и указать размеры получившегося тела.

	2. От деревянных моделей цилиндра и конуса отпилили по кусочку разной формы, оставшиеся части изобразили на рисунке.


[image: image519.wmf]1)

2)

3)

4)


Нарисуйте развёртку поверхности срезанной части для каждой модели.
3. На поверхности геометрических тел нарисованы различные узоры.
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Изобразите развёртки поверхностей этих тел и покажите на них соответствующие узоры.
4. Постройте развёртку поверхности:

1) цилиндра

        а) диаметр которого равен 40мм, а высота 5см;

        б)  в осевом сечении которого лежит прямоугольный треугольник со сторонами 3см и 4см (2 варианта);

        в) в осевом сечении которого лежит квадрат с диагональю 6
[image: image521.wmf]2

см.


	      2) конуса

        а) радиусом 3см и образующей 80мм;

        б) полученного при вращении прямоугольного треугольника с катетами 

            0,6дм и 8см (2 вида);

        в) в осевом сечении которого лежит равносторонний треугольник со 

            стороной 0, 04м;

        г) диаметр которого равен 30мм, а образующая наклонена к плоскости                           

            основания под углом 300;

3) усечённого конуса 

        а) радиусы которого 30мм и 0,5дм, а высота 4см;

  б) больший радиус которого равен 0,03м, высота 0,2дм, а образующая 

            наклонена к плоскости основания конуса под углом 300;

        в) отношение большего радиуса к меньшему 1: 2 и образующая  наклонена к плоскости основания под углом 300.
5. На каждом рисунке выберите основные детали и объясните, почему вы считаете их основными.
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Можно ли из них получить любую другую деталь, изображённую на этом же рисунке?

	6. В каждой строке написано пять слов,  из которых четыре можно объединить в одну группу и дать ей название, а одно слово к этой группе не относится. Найдите это слово и назовите оставшуюся группу.

1) Образующая, высота, ось, апофема, радиус.

2) Квадрат, треугольник, конус, круг, эллипс.

3) Вершина, конус, цилиндр, пирамида, призма.

4) Ребро, радиус, образующая, высота, диаметр.

5) Грань, ребро, высота, основание, образующая.

7. Перечислите фигуры, изображённые на рисунке.
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	О ПОНЯТИИ ТЕЛА, ЕГО ПОВЕРХНОСТИ 

и 

ОБЪЁМА В ГЕОМЕТРИИ.

	Геометрическое тело – часть пространства, обычно ограниченная, то есть принадлежащая, например, некоторому шару. Другими знакомыми нам 

примерами тел являются многогранник, цилиндр и конус.

Поверхность – одно из основных геометрических понятий. В элементарной математике рассматриваются  плоскости, многогранники, а также некоторые кривые поверхности. 

Поверхность  - граница тела.


	Объём – одна из основных величин, связанных с геометрическими телами. В простейших случаях измеряется числом умещающихся в теле единичных кубов, то есть кубов с ребром, равным единице длины.

Объём простого тела

Тело называется простым, если его можно разбить на конечное число треугольных пирамид. Примером простого тела является любой выпуклый многогранник.

Объём – это положительная величина, численное значение которой обладает следующими свойствами:

1. Равные тела имеют равные объёмы.

2. Если тело разбито на части, являющиеся простыми телами, то объём этого тела равен сумме объёмов его частей.

3. Объём куба, ребро которого равно единице длины, равен единице.

Два тела называются равновеликими, если они имеют равные объёмы.

Объём произвольного тела.

Данное тело имеет объём V, если существуют содержащие его простые тела и содержащиеся в нём простые тела с объёмами, сколь угодно мало отличающимися от V.

Современная трактовка измерения объёмов сводится к следующему. Рассматриваются всевозможные многогранники, вписанные в тело К, и всевозможные многогранники, описанные вокруг тела К. Вычисление объёма многогранника сводится к вычислению объёмов, составляющих его тетраэдров.




	ПЛОЩАДЬ ПОВЕРХНОСТИ И ОБЪЁМ 

ТЕЛ ВРАЩЕНИЯ И МНОГОГРАННИКОВ

	Наименование фигуры
	Площадь полной поверхности
	Объём

	1
	2
	3

	Многогранники

1. Призма

    а) прямая;

    б) наклонная.

2. Пирамида

   а) правильная;

   
	Sпр.= 2Sосн. + Sбок. 

Sбок. = Pосн. ( H
Sбок. = Pсеч. ( l ,

где l – длина бокового ребра, 

Pсеч. – периметр перпендикулярного сечения.
Sпир. = Sосн. + Sбок.
Sбок. = 
[image: image525.wmf]2

1

 Pосн. ( L,

где L – апофема.


	Vпр. = Sосн. ( H
V = Sсеч. ( H,

где Sсеч. – площадь перпендикулярного сечения.

Vпир. = 
[image: image526.wmf]3

1

H( Sосн.


	   б) усечённая  

         правильная.


	S ус.пир.= Sбок. + S + s,

где S и s – площадь нижнего и верхнего основания.

Sбок. = 
[image: image527.wmf]2

1

(Р + р)(L,

где Р и р – периметр верхнего и нижнего основания.
	V=
[image: image528.wmf]3

1

H((S+s +
[image: image529.wmf]Ss

)




	1
	2
	3

	Тела вращения

1. Цилиндр

2. Конус

   а) усечённый.

3. Шар

4. Сфера


	Sосн. = (R2
Sбок. = 2(RH
Sц = 2(R((R + H)

Sк = Sосн. + Sбок.
Sбок. = (RL
Sк = (R(R + L)

Sус.к = ((R + r)L + ((R2+r2)

Sбок. = ((R + r)L

--------------

Sсф. = 4(R2


	Vц. = (R2H

Vк. = 
[image: image530.wmf]3

1

(R2H

Vус.к.=
[image: image531.wmf]3

1

(H(R2+Rr+r)

Vш. = 
[image: image532.wmf]3

4

(R3

-------------




	УПРАЖНЕНИЯ

	1. Что больше: объём куба с ребром 5см или объём шара с тем же радиусом?
2. Если радиус шара увеличить в 3 раза, то во сколько раз увеличится его объём?
3. Высота конуса равна его диаметру. Найти отношение площади его основания к площади боковой поверхности.
4. Площадь большого круга равна 1м2. Найдите поверхность шара.
5. Найдите объём тела, полученного при вращении квадрата со стороной  а вокруг стороны.
6. Радиусы оснований усечённого конуса 3м и 6м, высота равна 4м. Найдите образующую конуса.

	7. Во сколько раз увеличится боковая поверхность цилиндра, если его высота увеличится в 5раз, а радиус останется прежним?
8. Как изменится поверхность шара, если радиус увеличится в 4 раза?
9. Объём куба равен 125м3. Чему будет равна площадь его поверхности?
10. Ребро наклонной призмы равно 13см, а перпендикулярным сечением является ромб со стороной 5см. Вычислите площадь боковой поверхности призмы.
11. В прямой треугольной призме все рёбра равны. Площадь боковой поверхности равна 48см2. Найдите высоту призмы.
12. Площадь сечения правильной треугольной призмы, проходящего через средние линии оснований, равна Q. Определите площадь боковой поверхности призмы.
13. Измерения прямоугольного параллелепипеда 8, 9, 12. Найдите его объём.
14. Три латунных куба с рёбрами 3см, 4см и 5см переплавлены в один куб. Какое объём этого куба?
15. Если каждое ребро куба увеличить на 2см, то его объём увеличится на 98см3. Чему равно ребро куба?
16. Если каждое ребро куба увеличить на 1м, то его объём увеличится в 125 раз. Найдите ребро.
17. Ребро правильного тетраэдра равно 4см. Найдите  его объём.
18. Ребро октаэдра равно 6м. Найдите его объём.
19.Диаметр одного шара равен радиусу другого. Чему равно отношение: а) радиусов этих шаров; б) объёмов этих шаров?



	ЗАДАЧИ

	1. Призма

1.1. В основании прямоугольного параллелепипеда лежит ромб, диагонали которого равны 12см и 16см. Высота параллелепипеда 8см. Найдите площадь его полной поверхности.

1.2. Диагональ правильной четырёхугольной призмы наклонена к плоскости основания под углом 600. Найдите объём призмы, если диагональ основания равна 4
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см.


	1.3. В правильной четырёхугольной призме диагональ боковой грани 3,5м., а диагональ боковой грани 2,5 м. Найдите объём призмы.
1.4. Через два противолежащих ребра куба проведено сечение, площадь которого равна 64
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см2. Найдите площадь полной поверхности куба.
1.5. В прямом параллелепипеде стороны основания равны 6м и 8м и образуют угол в 300; боковое ребро равно 5м. Определите полную поверхность этого параллелепипеда.
1.6. В прямой треугольной призме все рёбра равны. Боковая поверхность равна 12м2. Найдите объём призмы.
1.7. Расстояние между параллельными прямыми, содержащими боковые рёбра наклонной треугольной призмы, равны 2см, 3см и 4см, а боковые рёбра 5см. Найдите боковую поверхность призмы.
1.8. В прямом параллелепипеде стороны основания 3см и 8см, угол между ними 600. Боковая поверхность равна 220см2. Найдите полную поверхность.
1.9. Основание прямой призмы – прямоугольный треугольник с катетом 6см и острым углом 450. Объём призмы равен 108см3. Найдите площадь полной поверхности призмы.
1.10.Основание прямой призмы – равнобочная трапеция, одно из оснований которой в два раза больше другого. Непараллельные боковые грани призмы – квадраты. Высота призмы равна 6см. Площадь боковой поверхности призмы равна 144см2. Вычислите объём призмы.

	2. Пирамида

	2.1. Апофема правильной треугольной пирамиды равна 6дм., а сторона основания 6
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дм. Найдите площадь полной поверхности пирамиды.
2.2. В правильной четырёхугольной пирамиде сторона основания равна 10см, а высота – 12см. Найдите площадь полной поверхности пирамиды.
2.3. В правильной четырёхугольной пирамиде высота равна 7м, а боковое ребро наклонено к плоскости основания под углом 450. Найдите объём пирамиды.


	2.4. Основание пирамиды – прямоугольник со сторонами 6см и 8см. Все боковые рёбра равны 13см. Найдите объём пирамиды.
2.5. Основание пирамиды – ромб с диагоналями 6м 8м. Высота пирамиды опущена в точку пересечения его диагоналей. Меньшие боковые рёбра пирамиды равны 5м. Найдите объём пирамиды.
2.6. Каждая боковая грань правильной треугольной пирамиды наклонена к плоскости основания под углом 300. Найдите площадь полной поверхности пирамиды, если её высота равна 10мм.
2.7. Дана четырёхугольная пирамида в основании которой лежит прямоугольник со сторонами 6дм. и 2
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дм. Каждое боковое ребро наклонено к плоскости основания под углом 600. Найдите объём пирамиды.
2.8. В правильной треугольной пирамиде боковое ребро равно 4см, а сторона основания – 6см. Найдите площадь полной поверхности пирамиды.
2.9. Основанием пирамиды DABC является треугольник, в котором АВ = 20см, АС = 29см, ВС = 21см. Грани DAB и DAC перпендикулярны к плоскости основания, а грань DBC составляет с ней угол в 600. Найдите объём пирамиды.
2.10. В основании пирамиды лежит прямоугольный треугольник, гипотенуза которого равна 13м., а один из катетов-12м.Через середину высоты пирамиды, параллельно её основанию проведёно сечение. Найдите объём полученной усечённой пирамиды.
2.11. Стороны оснований правильной усечённой треугольной пирамиды 4дм. и 1дм. Боковое ребро 2дм. Найдите площадь полной поверхности усечённой пирамиды.

	3. Цилиндр

	3.1. Осевым сечением цилиндра является квадрат, диагональ которого равна 3
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см. Найдите площадь поверхности цилиндра.
3.2. Прямоугольник, стороны которого равны 6см и 4см, вращается около меньшей стороны. Найдите площадь поверхности тела вращения.
3.3. Найдите объём тела, полученного вращением прямоугольника со сторонами 6м и 10м вокруг прямой, проходящей через середины его больших сторон.

	3.4. Площадь осевого сечения цилиндра равна 20см2. Найдите площадь его боковой поверхности.
3.5. Радиус основания цилиндра равен 2дм, площадь боковой поверхности вдвое больше площади основания. Найдите объём цилиндра.
3.6. Найдите объём тела, которое получено при вращении квадрата со стороной 7дм вокруг прямой, соединяющей середины противоположных сторон.
3.7. Высота цилиндра равна 6см, а площадь боковой поверхности вдвое меньше площади его полной поверхности. Найдите объём цилиндра.
3.8. Площадь осевого сечения цилиндра равна 108дм2, а его образующая в три раза меньше диаметра основания. Найдите площадь полной поверхности цилиндра.
3.9. Радиус основания цилиндра равен 8м, площадь боковой поверхности вдвое меньше площади основания. Найдите объём цилиндра.

	4. Конус

	4.1. Образующая конуса равна 25м, а диаметр основания - -48м. Найдите объём конуса.
4.2. Высота конуса равна 12дм, а его образующая равна 13дм. Найдите площадь полной поверхности конуса.
4.3. Угол между высотой конуса и образующей равен 300. Найдите  площадь полной поверхности конуса, если радиус основания равен 5м.
4.4. Осевое сечение конуса – прямоугольный треугольник. Найдите объём конуса, если радиус основания равен 5
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см.

4.5. Найдите объём тела, полученного при вращении прямоугольного треугольника с катетом 3дм и прилежащим углом 300 вокруг меньшего катета.
4.6. Осевое сечение конуса – прямоугольный треугольник. Найдите объём конуса, если радиус основания равен 5
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см.

4.7. Найдите объём тела, полученного при вращении прямоугольного треугольника с катетом 3дм и прилежащим углом 300 вокруг меньшего катета.


	4.8. Высота конуса равна 12см, а угол при вершине осевого сечения равен 1200. Найдите площадь полной поверхности конуса.
4.9. Объём конуса с радиусом основания 6м равен 96( м3. Найдите площадь полной поверхности конуса.
4.10.  Образующая конуса равна 5см, площадь его боковой поверхности равна 45( см2. Найдите объём конуса.
4.11. Высота конуса равна 8м, объём 24( м3. Найдите площадь полной поверхности конуса.

	5. Сфера и шар

	5.1. Радиус сечения шара, проведённого на расстоянии 9см от центра, равен 40м. Найдите объём шара.
5.2. Сферу на расстоянии 8м от центра пересекает плоскость. Радиус сечения равен 15м. Найдите площадь сферы.
5.3. Шар с центром в точке О касается плоскости в точке А. Точка В лежит в плоскости касания. Найдите объём шара, если АВ = 21см, ВО = 29см.
5.4. Площадь сечения шара плоскостью, проходящей через его центр, равна 4( дм2. Найдите объём шара.



	ПРИКЛАДНЫЕ ЗАДАЧИ

	Многогранники

1. Сколько квадратных метров листовой жести пойдёт на изготовление трубы длиной 4м и диаметром 20см, если на швы необходимо добавить 2,5( площади её боковой поверхности?

2. Металлический куб имеет внешнее ребро 10,2см и массу 514,15г. Толщина стенок равна 0,1см. Найдите плотность металла, из которого сделан куб.
3. Кирпич размером 25(12(6,5см имеет массу 3,51кг. Найдите его плотность.
4. Требуется установить резервуар для воды ёмкостью 10м3 на площадке размером 2,5(1,75м, служащей для него дном. Найдите высоту резервуара.
5. Чугунная труба имеет квадратное сечение, её внешняя ширина 25см, толщина стенок 3см. Какова масса одного погонного метра трубы (плотность чугуна 7,3 г(см3)?


	6. Деревянная плита в форме в форме правильного восьмиугольника со стороной 3,2см и толщиной 0,7см имеет массу 17,3г, Найдите плотность дерева.
7. Вычислите пропускную способность (в кубических метрах за 1ч) водосточной трубы, сечение которой имеет вид равнобедренного треугольника с основанием 1,4м и высотой 1,2м. Скорость течения 2м(с.
8. Сечение железнодорожной насыпи имеет вид трапеции с нижним основанием 14м, верхним 8м и высотой 3,2м. Найдите, сколько кубических метров земли приходится на 1км насыпи.

	Тела вращения

9. Алюминиевый провод диаметром 4мм имеет массу 6,8кг. Найдите длину провода (плотность алюминия 2,6 г(см3).
10. Какое количество нефти (в тоннах) вмещает цилиндрическая цистерна диаметра 18м и высотой 7м, если плотность нефти равна 0.85 г(см3?
11. Свинцовая труба (плотность свинца 11,4 г(см3) с толщиной стенок 4мм имеет внутренний диаметр 13мм. Какова масса трубы, если её длина равна 25м?
12. 25м медной проволоки имеют массу 100,7г. Найдите диаметр проволоки (плотность меди 8,94 г(см3).
13. Насос, подающий воду в паровой котёл, имеет два водяных цилиндра. Диаметры цилиндров 80мм, а ход поршня 150мм. Чему равна часовая производительность насоса, если каждый поршень делает 50 рабочих ходов в минуту?

14. Сколько бочек длиной 1,5м и диаметром 0,8м нужно , чтобы разлить в них содержимое цистерны длиной 4,5м и диаметром 1,6м?
15. Сколько листового железа требуется для изготовления цилиндрической цистерны объёмом 20м3?
16. Ведро имеет форму усечённого конуса, радиусы оснований которого равны 15см и 10 см, а образующая равна 30см. Сколько килограммов краски нужно взять для того, чтобы покрасить с обеих сторон 100 таких вёдер, если на 1м2 требуется 150г краски? (Толщину стенок вёдер в расчёт не принимать.)

	17. Куча щебня имеет коническую форму, радиус основания которой 2 м, а образующая 2,5 м. Найдите объём кучи щебня.
18. Конусообразная палатка высотой 3,5 м с диаметром основания 4 м покрыта парусиной. Сколько квадратных метров парусины пошло на палатку?

19. Крыша силосной башни имеет форму конуса. Высота крыши 2 м, диаметр башни 6 м. Найдите площадь крыши.
20. Стог сена имеет форму цилиндра с коническим верхом. Радиус его основания 2,5 м, высота 4 м, причём цилиндрическая часть стога имеет высоту 2,2 м. Плотность сена 0,03 г(см3. Определите массу стога сена.
21. Жидкость, налитая в конический сосуд высотой 0,18 м и диаметром основания 0,24 м, переливается в цилиндрический сосуд, диаметр основания которого 0,1 м. Как высоко будет стоять уровень жидкости в сосуде?
22. Диаметр Луны составляет (приблизительно) четвёртую часть диаметра Земли. Сравните объёмы Луны и Земли, считая их шарами.

23. Стаканчик для мороженого конической формы имеет глубину 12 см и диаметр верхней части 5 см. На него сверху положили две ложки мороженого в виде полушарий диаметром 5 см. Переполнит ли мороженое стаканчик, если оно растает?
24. В цилиндрическую мензурку диаметром 2,5 см, наполненную водой до некоторого уровня, опускают 4 равных металлических шарика диаметром 1 см. На сколько изменится уровень воды в мензурке?

25. Сколько кожи пойдёт на покрышку футбольного мяча радиуса 10 см? (На швы добавить 8% от площади поверхности мяча.)


	ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ

	1. Как измерить объём воды в цилиндрической цистерне с помощью вертикального прута?
2. Почему струя воды, текущая из крана, сужается            книзу?
3. Одно цилиндрическое бревно вдвое длиннее, но вдвое тоньше другого. Из какого бревна выйдет больше поленьев? (Сравнение вести по весу).

	4. Что бы вы предпочли: съесть арбуз радиуса 15 см вчетвером или арбуз радиуса 20 см восьмером?
5. Комната имеет форму куба. Паук, сидящий в середине ребра, хочет, двигаясь по кратчайшему пути, поймать муху, сидящую в одной из самых удалённых от паука вершин куба. Как должен двигаться паук?
6. Предположим, что муха. разгуливая по 12 рёбрам икосаэдра, ползает по каждому из них по крайней мере один раз. Каков наименьший путь, который должна проделать муха, чтобы побывать на всех рёбрах икосаэдра? 

Решению задачи может помочь проекция икосаэдра на плоскость. 

7. Вычислите объём приведённого ниже тела, учитывая размеры исходного многогранника.
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	ПРИЛОЖЕНИЕ

	РАЗВЁРТКИ ФИГУР

Развёртка многогранника – совокупность многоугольников, для которых указано, как следует их соединить друг с другом по сторонам и вершинам, чтобы получить данный многогранник, грани которого – эти многоугольники.

Развёртку многоугольника можно получить, сделав предварительно один или несколько разрезов по рёбрам таким образом, чтобы он не распался на отдельные куски, и уложив полученное на плоскость.

Аналогично можно уложить на плоскость коническую и цилиндрическую поверхность.
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