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ВВЕДЕНИЕ

В процессе обучения математике важное место занимают текстовые задачи различного содержания. Математическая задача способствует закреплению математических понятий, учит выделять главное, рассуждать логически, устанавливать и осознавать взаимосвязи между величинами. 
В текстовых задачах осуществляется переход от жизненных ситуаций  к арифметическим действиям и, благодаря этому,  решение задач является одним из видов эффективных упражнений. Таким образом, задачи предоставляют возможность связывать теорию с практикой, обучение – с жизнью. Кроме этого, решая задачи, дети встречаются с важными в познавательном отношении фактами.

Можно допустить, что математика нравится в основном тем учащимся, которые умеют и могут решать задачи. Обучить решать задачи (и трудные, в том числе) можно только в том случае, если у учащихся будет желание их решать. А это желание может возникнуть, только если задачи станут содержательными и увлекательными с точки зрения обучающегося. Естественно, максимальную заинтересованность вызывают задачи, заимствованные из окружающей жизни, задачи, непосредственным образом связанные с известными жизненными обстоятельствами. 
Оптимальная организация работы по обучению школьников решению текстовых задач повышенной сложности является одним из основных средств повышения эффективности обучения математике, повышения активности школьников.
Важным условием обеспечения учащихся глубокими и прочными знаниями по математике является организация их деятельности по решению задач. На разработку форм такой организации направлены усилия ученых, исследователей, учителей математики. Вопросы совершенствования методики обучения решению задач, выяснения роли и места задач в обучении математике исследуются в работах Ю. М. Колягина [5], Ф. Ф. Нагибина, Л. М. Фридмана [15, 16], Д. Пойа [10,11] и других авторов. В исследованиях И. В. Барановой, Е. Ф. Даниловой, Е. С. Канина, Е. И. Лященко, Г. И. Саранцева, Р. С. Черкасова и других предлагается методика решения тех или иных типов задач. Существует ряд исследований, посвященных составлению задач. Это, прежде всего, работы Ю. И. Хайдукова, Ф. Ф. Семьи, Э. А. Страчевского, Е. Н. Тальяновой, Э. А. Ясинового. 
При этом подчеркивается ведущая роль задач при обучении математике как средства приобщения учащихся к математической и учебной деятельности.
Задачи и приёмы решения служат достижению многих целей обучения математике, а также широко используются в качестве мотивации при введении новой темы. В свою очередь, для формирования умения решать задачи недостаточно усвоения школьниками определенного багажа математических фактов. С этой целью необходимо специально формировать у учащихся умения решать задачи. На этот счёт известный математик и педагог Д. Пойа сказал: «Что означает овладение математикой? Это есть умение решать задачи, причем, не только стандартные, но и требующие известной независимости мышления, здравого смысла, оригинальности, изобретательности» [11].
Если в курсе математики (в частности, в курсе математики 5-7-х классов) вводить задачи, отличающиеся от стандартных заданий по содержанию, форме и методам решения, то обучение в этом случае станет развивающим.  Такие задачи в методике математики принято называть нестандартными. Часто – это задачи, отличающиеся не столько сложностью, сколько непривычностью для учащихся.
Именно поэтому мы решили разобраться в решении таких задач, попробовать их исследовать, найти общие подходы и подобрать перечень задач повышенной сложности для школьников 5-7-х классов. Любая задача должна чему-нибудь научить. Решение каждой задачи является шагом вперед в развитии математических знаний, умений и навыков, что должно обогащать знания и опыт, учить ориентироваться в различных ситуациях. Всё вышесказанное подчёркивает актуальность выбранной темы..
Объектом исследования является процесс обучения математике в средней школе.

Предмет исследования – задачи повышенной сложности курса математики 5-7-х классов.
Цель исследования состоит в подборе задач повышенной сложности для школьников 5-7-х классов.
Гипотеза исследования заключается в том, что если на уроках математики в средней школе вести работу по решению задач повышенной сложности, то такая работа будет способствовать развитию у школьников познавательных учебных действий, формировать сознательное овладение основным содержанием курса математики.
Исходя из цели исследования, выделены задачи исследования: 
· Изучить и проанализировать учебно-методическую литературу по выбранной теме.
· Изучить различные методические приёмы работы с текстовыми задачами.
· По темам 5-7-х классов подобрать задачи повышенной сложности.
· Провести эксперимент и пpоанализировать его результаты.
Для решения поставленных задач на разных этапах использовались различные методы, такие как анализ научно-методической литературы по проблеме исследования; изучение и обобщение педагогического опыта; педагогический эксперимент, анализ результатов деятельности учащихся.
Работа состоит из введения, двух глав, заключения, списка литературы. 
Первая глава посвящена анализу психолого-педагогической и методической литературы по заявленной теме. Вопросы совершенствования методики обучения решению задач, выяснения роли и места задач в обучении математике ставятся в работах Ю.М.Колягина, Ф.Ф.Нагибина, Л.М.Фридмана, Д.Пойа и других авторов.  Рассматривается роль задач повышенной сложности в курсе математики, её виды и способы. Также рассмотрены функции и особенности задач повышенной сложности, определено место нестандартных задач в курсе математики средней школы. Отмечается, что обучение решению нестандартных задач невозможно трансляционным способом. Учитель должен выстраивать активную работу обучающихся над исследованием задачи, поиском путей её решения. Другими словами, методические особенности обучения школьников решению задач повышенной сложности по математике рассматриваются с позиций деятельностного подхода.
Во второй главе рассмотрена методика работы с задачами повышенной сложности, представлен перечень задач с решением.
Представлена классификация и совокупность нестандартных задач с полными решениями, направленная на формирование у обучающихся положительной мотивации, самостоятельного мышления, действий, необходимых для успешного овладения математической деятельностью. Разработанные материалы могут использоваться для подготовки школьников к олимпиадам по математике различного уровня.
Глава 1. ЗАДАЧИ  ПОВЫШЕННОЙ  СЛОЖНОСТИ  В  ШКОЛЬНОМ  КУРСЕ МАТЕМАТИКИ
1.1. Место задач повышенной сложности в школьном курсе математики
В очередной раз за время своего существования состояние образования характеризуется кардинальными изменениями. Согласно новым федеральным государственным стандартам обучение должно перейти на качественно новый уровень. И в настоящее время ведутся поиски усовершенствования различных компонентов методической системы, особенно содержания и методов обучения. Конечной целью учебного процесса должно стать не просто формирование у учащихся знаний, умений и навыков, но и полноценное развитие активно мыслящей личности ребенка. 
В основе новой концепции образования – научить учиться всю жизнь – находятся не критерии количества и полноты предметного знания, а умения  учиться. Знания, умения и навыки, которые долгое время были главной целью образовательного процесса, теперь становятся средством. Актуальными становятся ориентация современной отечественной школы на формирование компетентностного уровня знаний и умений обучающихся, учёт их индивидуальных познавательных склонностей, признание высокого развивающего потенциала математического образования. При этом математическая деятельность, как ключевой элемент всей системы математического образования, реализуется, в первую очередь, в процессе решения содержательных задач на основе точно сформулированных правил.
Ведущий специалист в области педагогической психологии Нина Фёдоровна Талызина отмечает: «Знания не могут быть ни усвоены, ни сохранены вне действий обучаемого... Знать – это всегда выполнять какую-то деятельность или действия, связанные с данными знаниями... Качество усвоения знаний определяется многообразием и характером видов деятельности, в которых знания могут функционировать». 

Такие изменение методики адресовано на максимальную активизацию познавательной деятельности учащихся в процессе обучения. 
Одним из важных средств повышения эффективности обучения математике, повышения активности является рациональная организация работы по обучению школьников решению текстовых задач повышенной сложности.
Основным структурным компонентом учебно-познавательной деятельности является учебная задача. А задачный подход в настоящее время получает широкое распространение в связи с ориентацией образовательного процесса на формирование у школьников «умения учиться».

Система текстовых задач школьного курса математики в целом в настоящее время претерпела существенные изменения, направленные на повышение эффективности задач как одного из средств обучения, что влечёт за собой существенное изменение структуры задач, методов их решения и методики обучения их решению. Сейчас ставится цель осознанного усвоения знаний, обеспечивающего возможность их применения в самых разнообразных, и во многом новых для учащихся условиях.

 Дети поставлены перед необходимостью каждый раз производить анализ задачи, прежде чем выбрать то или иное действие для её решения, что исключает возможность выработки вредных привычек в решении задач.
 Еще Д. Пойа говорил, что «…первая и самая главная обязанность курса математики средней школы состоит в подчеркивании методической стороны процесса решения задач…» [11]. 
Развитию у детей логического мышления, памяти, внимания, творческого воображения, наблюдательности, строгой последовательности рассуждения и его доказательности способствуют математические задачи. Они развивают способность кратко, точно, ясно и правильно излагать свои мысли. Все эти предположения должны быть использованы при обучении детей математике. 


Для усиления роли развивающего обучения в курсе математики 5-7-х классов, необходимо появление некоторых задач, значительно отличающихся от обычных по содержанию, форме и методам решения. Такие задачи в методике математики принято называть нестандартными. Нестандартность таких задач заключается не в сложности, а в непривычности для учащихся. «Нестандартные задачи – это такие, для которых в курсе математики не имеется общих правил и положений, определяющих точную программу их решения», – считает Фридман Л.М. [16]. 
Заметим, что понятие «нестандартная задача» является относительным. Одна и та же задача может быть стандартной или нестандартной в зависимости от того, знакомы ли ученики со способами решения таких задач или нет. Среди задач повышенной сложности по математике, с одной стороны можно выделить нетривиальные задачи, для решения которых требуются креативные идеи и специальные методы. С другой стороны, есть задачи более стандартные, но которые можно решить оригинальным способом. Таким образом, нестандартная задача – это задача, алгоритм решения которой неизвестен ученику (либо неизвестен способ её решения, либо тот учебный материал, на который опирается решение). 
Конечно, многие задачи требуют особой подготовки и специальных знаний. Бесспорно, для успешного решения любой задачи нужно уметь думать, догадываться, но этого мало. Также нужны знания и опыт в решении задач. 


На протяжении долгого времени задачи повышенной трудности применялись лишь в качестве занимательного материала, цель которого заключалась в повышении интереса к математике у наиболее способных учащихся. Различные виды внеурочной работы были основной формой использования таких задач.

Теперь появляется необходимость в использовании задач повышенного уровня трудности, как значимого компонента обучения школьников математике. Объясняется это, прежде всего, возрастающими требованиями, направленными на усиление воспитывающих и развивающих функций обучения.
 Эти задачи:

· учат детей не только использовать готовые алгоритмы, но и самостоятельно определять оригинальные способы решения задач;
· препятствуют выработке вредных штампов при решении задач;
· предполагают развитие у учащихся способности к обнаружению новых связей в знаниях;
· создают благоприятные условия для повышения прочности и глубины знании учащихся.
1.2. Функции задач повышенной трудности в  учебно-воспитательном процессе

Изменились цели обучения. Стали изменяться содержание и методы обучения математике. Это способствовало не только изменению роли текстовых задач в обучении математике школьников, но и объективному появлению нестандартных задач, значение которых очень велико.
Текстовые задачи стали служить не только целью, но и одним из важных средств обучения. Наряду с дидактическими функциями большое число задач курса математики призвано нести познавательные и развивающие функции.


Для решения большинства нестандартных задач зачастую не требуется специальных знаний. Нестандартность таких задач в том, что учащиеся вынуждены «изобретать» новый приём и способы решения. В силу этого, они могут являться важным средством формирования навыка самостоятельного построения учениками новых алгоритмов решения задач. 
С введением ФГОС наравне с обычными (и необходимыми) упражнениями и заданиями, направленными на отработку приобретённых навыков, в учебниках широко представлены упражнения нового типа – развивающего характера. Выполняя такие задания, ученики должны провести те или иные наблюдения, сопоставления, сделать самостоятельные выводы, наметить пути решения выдвинутой задачи, проблемы, обосновать свои действия, проверить правильность выдвинутых предложений, подметить ту или иную зависимость, закономерность и другие. 
Однако в современных условиях в связи с введением новых ФГОС резко возросли требования к образовательным результатам, что может привести к неприемлемому увеличению интенсивности труда школьного учителя. Поэтому именно сейчас учителя объективно нуждаются в новых образовательных технологиях и учебных материалах нового поколения, – с тем, чтобы успешно решать задачи интеллектуального и личностного развития школьников.
В целом можно сделать следующий вывод: необходима принципиальная перестройка образовательного процесса на основе психодидактического подхода с целью развития интеллектуальных и личностных ресурсов подрастающего поколения.
Эти задачи, включенные в учебники, дают возможность не только разнообразить систему задач, но и познакомить учащихся с вопросами, не сформулированными непосредственно в программе, но имеющими значение для общего развития. 
 Решение учащимися нестандартных задач влечет за собой развитие у учащихся не столько способности к овладению фиксированными операциями и приёмами, а сколько к обнаружению новых взаимосвязей, к переносу знаний в новые условия, к овладению новыми приёмами умственной деятельности, к деятельности творческого характера.

Решение этих задач, с одной стороны, повышает общую и математическую культуру школьников, так же способствует развитию их математического мышления, а с другой стороны, вызывает у них стремление к открытию нового, ранее неизученного им.

Главное при решении нестандартных задач – это научить учащихся думать над задачей, рассуждать, догадываться, делать правильные умозаключения. По результатам выполнения заданий учитель имеет возможность проверить уровень сформированности различных способов умственной деятельности: умения производить анализ, синтез, делать сравнения, сопоставления, обобщения, классифицировать предметы и явления, формулировать выводы. А эти умения носят обобщенный, межпредметный характер. Выполнение этих заданий воспитывает такие качества знаний, как глубина и полнота, осознанность и оперативность.

В повседневной жизни, трудовой и научной деятельности чаще всего приходится иметь дело с нестандартными задачами, стереотипные же задачи, способ решения которых найден и хорошо известен, занимают более скромное место. Следовательно, нестандартные задачи нельзя игнорировать и с точки зрения подготовки учащихся к практической деятельности, так как такие задачи стимулируют учащихся к творчеству.

Школьников нужно подготовить к тому, чтобы в будущем они умели решать разнообразные задачи. Формирование методов мышления в процессе решения нестандартных задач – это один из возможных каналов, по которому должно осуществляться общего развитие учащихся, в том числе и воспитание их умственных способностей.

Творческий подход к решению нестандартных задач не рождается сам по себе. Для этого нужно создать определённые условия. Наибольший эффект нестандартные задачи развивающего характера могут дать лишь при условии, если учитель умело организует поисковую деятельность детей, правильно направляет мысль учащихся. Важно на разнообразных нестандартных задачах и упражнениях формировать общие приёмы решения любых доступных возрасту учащихся задач.

Каждая нестандартная задача – это маленькая проблема, которая требует от учеников умственной активности и находчивости в поисках непроторенных путей решения, способствует развитию логико-математического мышления учащихся, активизации мыслительных операций, их самостоятельности; вырабатывает ценные умственные качества, такие как: последовательность мысли, логичность, сообразительность, смекалку, то есть улучшает и повышает качество математической подготовки учащихся.

В этой связи полезными являются рассуждения Л.М. Фридмана: «Прочные умения и навыки выполнения каких-либо действий вырабатываются только тогда, когда выполнение этих действий является непосредственной целью деятельности человека, а, следовательно, эти действия должны актуально осознаваться. Поэтому, сколько бы задач учащийся не прорешал, если его внимание специально не обращено на выполнение отдельных действий в процессе решения, прочные умения и навыки выполнения этих действий, скорее всего, не возникнут и не вырабатываются».
1.3. Особенности задач повышенной трудности
Определим место задач повышенной сложности в ряду задач курса «Математика» в средней школе.


Любая задача содержит в себе требование или вопрос, на который надо найти ответ, опираясь на знания и учитывая те условия, которые указаны в задаче. Как отмечал доктор психологических наук Алексей Михайлович Матюшкин, под задачей чаще всего понимается такое интеллектуальное задание, в результате решения которого человек должен раскрыть некоторые искомые отношение, свойство, величину действия. Другими словами, задача не предполагает включения в неё субъекта действия.
Текстовые задачи различаются в первую очередь характером своих объектов. В одних задачах объектами являются реальные предметы, в других – все объекты математические (числа, геометрические фигуры). 
Задачи, в которых хотя бы один объект есть реальный предмет, называются практическими (текстовыми); математическими задачами называют задачи, где все объекты математические (числа, геометрические фигуры). 
Все эти задачи, могут быть стандартными (то есть для их решения используют готовые правила, определения) и нестандартными, для которых в курсе математики не существует общих правил и предписаний, определяющих алгоритм их решения. Общие указания и рекомендации, которыми следует руководствоваться при решении нестандартных задач, принято называть эвристическими правилами.
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Задачи повышенной трудности относятся к нестандартным задачам. 
Как и чем определяются трудности решения нестандартных задач? Сложность задачи является психолого-дидактической категорией и представляет собой совокупность многих факторов, зависящих от особенностей личности, таких как степень новизны задачи, интеллектуальные возможности учащеника, его потребности и интересы, опыт решения задач, интеллектуальный уровень развития. 
Однако основным компонентом трудности задачи является степень ее проблемности и сложности. Сложность задачи определяется количеством элементов, связей, которые образуют внутреннюю структуру задачи. Элементы – это такие минимальные компоненты задачи, на которых реализовано основное отношение. Внутренняя структура определяет стратегию (ориентировочную основу способа) решения задачи и её сложность. Внешняя (информационная) структура задачи сравнительно легко устанавливается в процессе анализа задачи, однако её внутренняя структура при этом не [image: image80.wmf]осталось
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выявляется.
Особенность задач повышенной трудности состоит и в том, что они в большей степени, чем традиционные задачи, способствуют развитию мыслительных операций, свойств мышления. В частности, любой вид задач повышенной трудности развивает вариативность, гибкость, абстракцию мышления, операции анализа и синтеза.

В дальнейшем будем пользоваться следующими понятиями.
Абстракция (отвлечение) – мыслительная операция, основанная на выделении существенных свойств и связей предметов и отвлечение от других, несущественных [9].

Анализ – мыслительная операция расчленения сложного объекта на составляющие его части или характеристики с последующим сравнением [9].


Вариативность – направленность мыслительной деятельности на поиск различных решений без специальных указаний на это [9].


Гибкость – способность переключения с одного способа мышления на другой [9].


Синтез – мыслительная операция, позволяющая в едином аналитико-синтетическом процессе мышления переходить от частей к целому [9].

1.4. Формы включения задач повышенной трудности в образовательный процесс школьников 5-7 классов
В курсе математики задачи повышенной трудности помогают существенно усилить развивающие функции обучения. Задачи чисто учебного назначения, но поданные в проблемной форме, могут быть включены в учебный материал на уроках математики. 


Очень значим математический, познавательный, развивающий потенциал задач на установление различных связей, таких, например, как временные, функциональные и пространственные отношения, которые можно включать в систему изучения тех или иных разделов школьного курса математики.

Некоторые задачи повышенного уровня трудности относятся к занимательным задачам, их следует включать в качестве составной органической части в изучение определенных разделов курса математики. Все это способствует активизации познавательной деятельности учащихся, развитию у них интереса к математике.


Задачи же повышенного уровня трудности, которые нельзя увязать с темой урока или требующие длительного обдумывания или рассуждения, целесообразно рассматривать во внеурочное время. В связи с этим большие возможности для этой работы представляет организация факультативного курса по математике, целью которого является обучение школьников решению задач повышенной сложности, с помощью которого создаются условия для развития у детей творческого потенциала, познавательной активности, мыслительной деятельности.


Задачи, поставленные перед учащимися, должны отвечать следующим требованиям:

· стимулировать разные формы умственной активности, самостоятельности;

· соответствовать возможностям детей по объему элементов и по сложности их отношений;

· в задаче должны присутствовать элементы новизны и, близкие жизненному, но не обязательно учебному опыту ребенка.
Таблица 3. Методы включения задач повышенной сложности в образовательный процесс 

	
	Уроки 
	Факультативный курс

	Цель
	Усиление познавательной и развивающей функций обучения
	Развитие творческого потенциала и познавательной активности 

	Характеристика задач
	Задачи учебного назначения, поданные в необычной форме
	Задачи:

· на «свободную» тему;
· затратные по времени решения

	Место задач
	Часть урока
	Центральное место курса


ГЛАВА 2. Методические приёмы и особенности обучения решению задач повышенной сложности

2.1. План работы над задачей повышенной сложности
Общий план работы над любой задачей повышенной трудности может выглядеть следующим образом:

1) самостоятельное обдумывание и поиск путей решения задачи каждым учеником;
2) решение задачи;
3) коллективное обсуждение полученных результатов;

4) обсуждение и исправление допущенных ошибок;

5) поиск других способов решения (если это возможно).

Эта схема может изменяться в зависимости от результатов, достигнутых на начальном этапе решения задачи (например, возможна ситуация, при которой не найден способ решения, тогда может потребоваться помощь). Если дети затруднились в анализе задачи и не нашли способов решения, лучше пока отказаться от данной задачи. Надо теперь предложить им упрощенный вариант задачи, и дальше работать с ней. Вернуться к исходной задаче можно будет тогда, когда дети справятся с более простой задачей. 

Часто решение получено лишь небольшим количеством учеников. Тогда с их помощью надо провести групповой анализ задачи. Это поможет остальным ученикам самостоятельно выполнить решение. В это время ребята, решившие задачу раньше остальных, могут поискать другие способы решения той же задачи или выполнить другое задание.

Эффективность обучения школьников при решении нестандартных задач зависит от нескольких условий:

· Задачи следует вводить в процесс обучения с постепенным наращиванием сложности, так как чрезмерно трудная задача не окажет влияния на развитие учащихся.
· Нужно давать ученикам как можно больше самостоятельности в поиске решения задач. Дайте им возможность пройти до конца по ложному пути, пусть они убедятся в ошибке и осознанно вернутся к началу и поищут другие пути решения.

· Необходимо помочь учащимся понять некоторые способы, приёмы, общие подходы к решению нестандартных арифметических задач.
Таким образом, наиболее эффективным видом работы с задачами повышенной трудности является самостоятельное решение задачи учащимися. Сначала решение задачи связано с применением указанных учителем средств, методов и способов решения, а затем – с самостоятельным выбором средств, методов, способов и форм решения.
По мнению профессор психологии Льва Моисеевича Фридмана [15], «…процесс решения любой нестандартной задачи состоит в последовательном применении двух основных операций:

· сведение (путем преобразования или переформулирования) нестандартной задачи к другой, ей эквивалентной, но уже стандартной (способ моделирования);

· разбиение нестандартной задачи на несколько стандартных вспомогательных подзадач (способ разбиения). Для того чтобы легче было осуществлять способы разбиения и моделирования, мы считаем полезным построение вспомогательной модели задачи – схемы, чертежа, рисунка, графа, графика, таблицы».
2.2. Методы решения задач повышенной сложности

Каким образом учитель может помочь школьникам справиться с решением нестандартной задачи? Универсального метода, позволяющего решить любую нестандартную задачу, нет, так как эти задачи в какой-то степени неповторимы.

Однако существуют в методике преподавания математики некоторые приемы обучения учащихся способам решения нестандартных задач. Описание опыта передовых учителей можно найти в книгах Д. Пойа «Как решать задачу», «Математическое открытие»; Л. И. Фридмана и Е. Н. Турецкого «Как научиться решать задачу»; Ю. М. Колягина «Учись решать задачу».
Рассмотрим отдельные методические приёмы обучения учащихся решать нестандартные задачи:
1. Необходимо вызвать у учащихся интерес к решению задачи.

Прежде всего, отметим, что научить учащихся решать задачи (в том числе нестандартные) можно только в том случае, если у учащихся будет желание их решать, то есть если задачи будут содержательными и интересными с точки зрения ученика. Поэтому задача учителя – вызвать у учащихся интерес к решению той или иной задачи. Необходимо тщательно отбирать интересные задачи и делать их привлекательными для учащихся.

Это могут быть: задачи‑шутки, задачи‑сказки, старинные задачи и т.п. Наибольший интерес у учащихся вызывают задачи, взятые из окружающей жизни, задачи, связанные со знакомыми вещами, жизненным опытом. 

2. Задачи не должны быть слишком лёгкими, но и не слишком трудными, т.к. ученики, не решив задачу или не разобравшись в решении, предложенном учителем, могут потерять веру в свои силы. В этом случае очень важно соблюсти меру. 
Прежде всего, учитель не должен знакомить учащихся с уже готовым решением. Подсказка должна быть минимальной. Л. М. Фридман в своей книге «Как научиться решать задачи» пишет: «Для успешного решения нестандартных задач необходимо, прежде всего, уметь думать, догадываться. Но этого мало. Нужны, конечно, и знания, и опыт в решении необычных задач; полезно владеть и определенными общими подходами к решению» [16].
Чтобы помочь учащимся найти нужный путь к решению задачи, учитель должен уметь поставить себя на место ученика, решающего задачу, попытаться увидеть и понять место его возможных затруднений. 
«Лучшее, что может сделать учитель для учащегося, состоит в том, чтобы путем неназойливой помощи подсказать ему блестящую идею. Хорошие идеи имеют своим источником прошлый опыт и ранее приобретенные знания» [16].
Важную методическую роль в обучении решению задач играют задачи вспомогательные. Они являются средством для нахождения плана решения более сложной задачи. Умение подбирать вспомогательные задачи говорит о том, что учащиеся уже владеют определенным опытом решения нестандартных задач. Таким образом, понять идею решения могут помочь правильно поставленные вопросы и вспомогательные задачи. 

Необходимо стремиться к тому, чтобы учащиеся испытывали положительные эмоции от решения трудной для них задачи. 


В решении задач повышенной трудности можно выделить три основных метода:

· аналитический,

· синтетический,

· аналитико-синтетический.
(Метод в данном параграфе рассматривается как способ решения задач). 

Аналитический метод решения задач повышенной трудности


Аналитический метод решения задачи – это логическая цепочка умозаключений, связанных между собой. Аналитический метод характеризуется тем, что рассуждения начинаются с конца, а именно с вопроса задачи. 


Таким образом, в основе данного метода решения задачи лежит умение строить дедуктивные предположения (от общего к частному). В дедуктивных рассуждениях невозможно получить ложное заключение из истинных посылок. Именно поэтому дедуктивные рассуждения используются в математических доказательствах.

 
Примеры задач повышенной трудности, решаемые аналитическим способом.
1 Имеется числовой треугольник. Требуется расположить числа от 0 до 9 так, чтобы их сумма на каждой стороне была равна 20.  SHAPE  \* MERGEFORMAT 



2 Найти два числа, если  известно, что разделив большее из них на меньшее, получим столько же, сколько получится в результате при их умножении.
3 Число 30 легко можно представить тремя пятерками: 5(5+5. Трудно, но можно это сделать тремя другими одинаковыми цифрами. Давайте попробуем отыскать несколько других решений.

Дедуктивные рассуждения используются, как правило, при решении задач на перебор вариантов.


Анализ задачи начинается с предположения о том, что она уже решена, затем выполняется поиск разнообразных следствий из этого решения и, в зависимости от вида этих предположений, отыскивается решение поставленной задачи.
Синтетический метод решения задач повышенной трудности


Сущность синтетического метода поиска решения задачи состоит в установлении связей между данными условия задачи и получением новых связей. После устанавливаются связи между полученными данными и так до тех пор, пока не будет получено требуемое.


В основе синтетического метода решения задачи лежит умение строить индуктивные предположения. Выводы, полученные индуктивным путем, связаны с наблюдением, анализом, сравнением и выявлением общих закономерностей с последующим обобщением.


Возможно использование двух видов индукции: полной (когда частные посылки исчерпывают все возможные случаи) и неполной.
 Индуктивные рассуждения, как правило, используются в решении комбинаторных задач. 
Аналитико-синтетический метод решения задач повышенной трудности


Большинство задач решается не аналитическим или синтетическим способом, а сочетанием этих способов.


Аналитико-синтетический способ используется при решении задач на установление соответствий между элементами различных множеств. Под множеством будем понимать совокупность (коллекцию) объектов, объединенных по некоторому признаку. Элементами множества считаются предметы, входящие в то или иное множество.

Решению таких задач помогает применение таблиц и графиков. В рассматриваемой ниже задаче соответствие называется взаимно однозначным, если каждому элементу первого множества соответствует единственный элемент второго множества, а двум различным элементам первого множества соответствуют два различных элемента второго множества.

Пример задачи, решаемой аналитико-синтетическим методом.

Беседуют трое друзей: Белов, Краснов и Чернов. Обладатель черной машины сказал Белову: «Любопытно, что у нас машины трех цветов: белая, черная и красная, но ни у кого цвет машины не совпадает с фамилией». Какой цвет машины у каждого из друзей?


Решение. 
Для решения задачи мы воспользуемся таблицей, отмечая по горизонтали фамилии друзей, а по вертикали – их цвет машин. Заполняя таблицу, мы в каждой строке или столбце должны получить только одну клетку со знаком «+». 
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Отсюда следует, что у Белова машина красная, у Чернова – белая, а у Краснова – черная. 
Формы и методы работы с задачами повышенной трудности могут быть различны, главное, чтобы они способствовали развитию детей. Для этого они должны быть рассчитаны на «зону ближайшего развития» детей и представлять собой преодолимую трудность. Если работа над задачей будет проходить механически, то она не будет способствовать развитию математического мышления, творческой активности, навыков самостоятельного поиска решения задачи.


Так же задач повышенной трудности можно классифицировать по способу действия. 


По способу действия при решении задач задачи повышенной трудности делятся на:

· задачи на установление соответствий между элементами;

· комбинаторные задачи;

· задачи на упорядочение множеств;

· задачи на установление временных, пространственных, функциональных отношений;

Также методика рассматривает несколько методов решения задач – алгебраический, арифметический, графический, практический, метод предположения, метод перебора. Такие методы могут применяться как при решении стандартных задач, так и задач повышенной сложности.

Алгебраический метод решения задач развивает и формирует мышление, способность к обобщению, обладает такими преимуществами, как краткость записи и рассуждений при составлении уравнений, экономит время. 
Арифметический метод решения задач требует большого умственного напряжения, что только положительно сказывается на развитии математической интуиции, умственных качеств, а также на формировании умения предвидеть реальную жизненную ситуацию. 
Часто встречаются задачи, которые можно решить методом перебора. При этом ученик как бы экспериментирует, наблюдает, сопоставляет факты и на основании частных выводов делает те или иные общие заключения. В процессе этих наблюдений обогащается его реально-практический опыт.

При этом слово «перебор» используется в смысле рассмотрения всех возможных случаев, которые удовлетворяют условие задачи, показав при этом, что других решений быть, не может. Встречаются и такие задачи, в которых алгебраический или арифметический метод недостаточно эффективен. В таком случае используется метод предположения.

В математике нет каких-либо общих правил, позволяющих решить любую нестандартную задачу. Нестандартная задача в большинстве случаев воспринимается как вызов интеллекту и порождает потребность реализовать себя в преодолении препятствия [2].
2.3. Сборник задач повышенной сложности
Материал 5-6-х классов по математике отличается порядком его изучения в зависимости от учебника. Поэтому для этих классов составлена общая подборка задач.
5-6 классы
Приёмы устного счёта 
1. Умножение и деление на 4 

Чтобы устно умножить число на 4, его нужно дважды удвоить. Например, 

335 · 4 = 670 · 2 = 1340
Чтобы устно разделить число на 4, его дважды делят пополам. Например,
76 : 4 = 38 : 2 = 19
2. Умножение на 5
Чтобы устно умножить число на 5, его умножают на 10 и делят на 2. Другими словами, к записи числа нужно приписать 0 и полученное число разделить пополам. Если на 5 умножают чётное число, то проще сначала делить число пополам, а затем умножить результат на 10. Например, 

74 ( 5 = (74 : 2) · 10 = 37·10 = 370

3. Умножение на 9
Чтобы умножить число на 9, его умножают на 10 и отнимают множимое. Например,

89 · 9 = 89 ·10 – 89 = 801

4. Умножение на 11
Чтобы умножить число на 11, его умножают на 10 и прибавляют множимое. Например,

82 · 11 = 82 ·10 + 82 = 902
Вычислите устно:
1) (27 + 52 + 33) ( 5;
2) (29 + 71) : 4;

3) (32 + 55 + 18) ( 11

Действия с натуральными числами
1. Если сумму наибольшего двузначного числа и наименьшего трехзначного числа умножить на наименьшее двузначное, то получится …
Решение.
99 – наибольшее двузначное число;

   100 – наименьшее трехзначное число;

10 – наименьшее двузначное число.

(99+100) ( 10 = 199 ( 10 =1990.
Ответ: 1990
2. Найдите значение выражения (184205 – 208 · (558 + 7²)) · 2³.
Решение.
1) 7² = 7 ( 7 = 49;
2) 558 + 49 = 607;
3) 208 ( 607 = 126256;
4) 184205 – 126256 = 57949;
5) 2³ = 2 ( 2 ( 2 =8
6) 57949 ( 8 = 463592
Ответ: 463592
3. Если найти сумму разности квадратов чисел 10 и 8, и куба числа 3, то получится...
Решение.
Разность квадратов чисел 10 и 8: 

10² – 8².
Куб числа 3: 3³.

Сумма разности квадратов чисел 10 и 8, и куба числа 3:

(10² – 8²) + 3³ = (10 ( 10 – 8 ( 8) + 3 ( 3 ( 3 = (100 – 64) + 27 = 36 + 27 = 63.

Ответ: 63.
4. Катя задумал число, разделила его на 25, из результата отняла 130, и получил 10. Какое число задумала девочка.
Решение.
Будем решать задачу с конца:
(10 + 130) ( 25 = 140 ( 25 = 3500.

Ответ: 3500.
5. Максим загадал число, возвел его во вторую степень, прибавил 169, результат увеличил в 4 раза и получил куб числа 10. Какое число загадал мальчик …
Решение.
Задачу будем решать с конца.

Куб числа 10: 
10³ = 10 ( 10 ( 10 = 1000.

(1000 : 4) – 169 = 250 – 169 = 81

Мы знаем, что 81 = 9², следовательно, Максим загадал число 9.
Ответ: 9.
6. Какой цифрой оканчивается запись числа 1016 + 1066 + 1146?

Решение.
Несложно заметить, что запись числа 1016 оканчивается единицей, а запись числа 1066 оканчивается шестёркой.  
Рассмотрим закономерность в чередовании последних цифр записи числа, полученного при возведении числа 114 в разную степень:
1142 = …6; 
1143 = …4;
1144 = …6;
1145 = …4; 
1146 = …6.

Чтобы узнать, какая цифра стоит в конце записи числа 1016 + 1066 + 1146 надо узнать последнюю цифру в записи числа: 1 + 6 + 6. Это цифра 3.
7. Какой цифрой оканчивается запись числа 
7(9(11(13( … (2013(2015(2017?

Решение.

Надо дать ребятам найти произведение первых множителей. Как правило, это помогает быстро догадаться, что с какого-то момента все получающиеся произведения оканчиваются цифрой 5.

8. Сколько слагаемых расположено в правой части равенства
100 = 100 – 98 + 96 – … + х?

Решение.
Представим правую часть равенства следующим образом:

(100 – 98) + (96 – 94) + … + ((х + 2) – х).

Значение каждой скобки равно 2. Так как сумма всех скобок равна 100, то таких скобок должно быть 50 штук. В каждой скобке находится 2 слагаемых. Значит, всего 100 слагаемых.
9. Сумма двух чисел равна 209. Запись одного из них оканчивается нулём. Если этот нуль зачеркнуть, то получится второе число. Какие это числа?

Решение. 

Заметим, что число, оканчивающееся нулём – трёхзначное. Задачка сводится к разгадыванию ребуса:

АВ0 + АВ = 407.

Получаем, что В = 7, А = 3.

10.  Дано некоторое число 7******1. Вместо звёздочек вставьте цифры так, чтобы сумма любых трёх соседних цифр была равна 11.
Решение.

Начиная «методом проб и ошибок» решать задание, очень быстро приходишь к пониманию, что вместо знака * можно вписывать лишь ограниченный набор цифр и, причём они начинают повторяться. Две цифры из трёх нам уже даны, нетрудно найти третью. Это – тройка. Осталось найти в каком порядке их надо записывать. Получим: 71371371.
Ребусы

1. Расшифруйте ребус, изображенный на картинке 
[image: image81.wmf]СУТКИ


Чему равно число В? А? Д? 

Решение.
В среднем столбце написано 8 – В = 3, отсюда число В равно 5. 
Рассмотрим второе равенство:

ГД + В = ГВ

 ГД + 5 = Г5

Тогда получаем, что число Д равно 0. 
Теперь первый пример

АБ + 8 = 3В

имеет вид:

АБ + 8 = 35,
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отсюда: А = 2, Б = 7. Тогда из первого столбца получаем Г = 1, и весь ребус расшифрован. 
Ответ:

 А = 2, Б = 7, В = 5, Г = 1, Д = 0.
2. В равенстве:

101 – 102 = 1
передвиньте одну цифру так, чтобы оно стало верным.

Решение. 
Если цифру 2 в числе 102 поставить вверх, на место показателя степени, то  равенство примет вид 101 – 102 = 1 и будет верным. 

Имеется и другое решение: если предположить, что числа представлены в троичной системе счисления, то получаем такой вариант перестановки: 
110 – 102 = 1.

3. Следующие таблицы чисел составлены по разным правилам. Разгадайте их! После этого в первую таблицу впишите нужное число, а из второй таблицы уберите лишнее число. 
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Решение.
В первой табличке на каждой строке в первом столбце стоит основание степени, в третьем – показатель степени, во втором – результат возведения в степень. Таким образом, недостающее число 49.
  
Вторая табличка построена по-другому: в ей собраны пары равных чисел в разной форме записи. Только число 3,7 осталось без пары, его надо убрать. 

 Делимость натуральных чисел
1. Антон записал в тетради равенство: 
1*2*3*4*5*6*7*8*9 = 20
(вместо * в неизвестном порядке написаны знаки + и –). Докажите, что в равенстве допущена ошибка.

Решение. 
Заметим, что слева выражение содержит пять нечётных чисел. К этим числам применяются операции сложения и вычитания. Тогда результат должен быть нечётным числом, следовательно, это равенство неверно.
2. В наборе было 23 груза массой 1 кг, 2 кг, 3 кг, …, 23 кг. Можно ли их разложить на две равные по массе кучки, если груз массой в 21 кг потерян?

Решение. 

Пусть S – сумма всех грузов, включая потерянную.

Заметим, что число

(1+23) + (2+22) + … + (11+13) + 12 –

 является чётным. Поэтому, массу (S – 21) – число нечётное, используя оставшиеся грузы, на две равные по весу кучки не разложить. 

3. Является ли  сумма четырёх последовательных натуральных чисел простым числом?

Решение. 
Среди четырёх последовательных натуральных чисел обязательно будет два чётных и два нечётных. Сумма двух чётных чисел – чётное число и сумма двух нечётных чисел – чётное число. Значит, и общая сумма будет числом чётным.


Есть только одно чётное простое число. Это число 2. Но его нельзя получить в виде суммы четырёх последовательных чисел. Значит, получившаяся сумма не будет простым числом.

4. Костя задумал трёхзначное число. Если из этого числа вычесть 7, то число будет делиться на 7, если вычесть 8, то будет делиться на 8, а если вычесть 9,  то будет делиться  на 9. Какое число задумал Костя?

Решение.
Заметим, что такое число делится и на 7, и на 8, и на 9. Поэтому «кандидатом» на ответ будет число:

7·8·9 = 504.
Других трёхзначных чисел, обладающих таким свойством, нет. Значит, это число 504.
5. Числа А и В – целые. Известно, что А + В = 2016. Может ли сумма 7А+3В быть равной 6099?

Решение.  

Так как сумма этих чисел – число чётное, то числа А и В имеют одинаковую четность (либо оба чётные, либо оба нечётные).

Если они оба чётные, то сумма 7А+3В должна быть чётным числом. Если числа А и В – оба нечётные, то числа 7А и 3В тоже будут оба нечётными. А значит, их сумма должна быть четным числом. Так как 6799 – нечётное число, то задача решений не имеет.

6. Напишите наименьшее трёхзначное число, которое:

· кратно трём, 

· его первая цифра – 5,

· все цифры в записи различны.

Решение. 


Согласно второму условию наше число имеет вид: 5АВ, где А и В – разные цифры и не пятёрки.

Число будет делиться на три, если сумма трёх его цифр делится на 3. Другими словами:

(5 + А + В) 
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Видим, что это число должно быть больше 5. Наименьшее такое число – шесть. Значит, А + В = 1. Надо догадаться, что можно использовать цифру 0 (про него часто забывают). Тогда А = 0, В = 1. Искомое число – 501.

7. НОД двух чисел равен 48, НОК тех же чисел 5040. Найдите оба числа, если частное от деления НОК на одно из них 7.
Решение. Обозначим числа а и b. Эти числа делятся на 48. Число 5040 делится и на а, и на b. Причём, 

5040 : а = 7.
Значит, а = 720. 

Число а на 7 не делится, значит, число b должно делиться на 7. Получим, что 

b = 48 ( 7 = 336.

8. Определите число нулей в конце записи произведения натуральных чисел, не зная, каким именно оно будет
1·2·3·4·…·100?

Решение. 
Произведение всех натуральных чисел от 1 до 100 обозначается: 100! (читается: сто факториал).
Из данных множителей девять заканчиваются на ноль: 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90 и запись числа 100 оканчивается двумя нулями. Это «даёт» уже одиннадцать нулей в конце записи произведения. Зачеркнём эти множители и рассмотрим оставшиеся.

Мы знаем, что есть два числа (2 и 5), не оканчивающихся на ноль, произведение которых равно нулю. Множитель 2 встречается в данном произведении чаще, чем 5. Поэтому отметим числа, которые делятся на 5. Из оставшихся чисел есть 10 чисел, которые делятся на пятерку: 5, 15, …, 95. Заметим, что 25 даёт 2 множителя, равных пяти (25 = 5 ( 5), и к тому же в этой группе есть еще два числа с таким свойством: 50 и 75. 

Подсчитаем количество множителей-пятёрок: 10 + 1 + 1 + 1 = 13.

Таким образом, в конце числа 100! будет 11 + 13 = 24 нуля.

На самом деле значение числа 100! равно:

93 326 215 443 944 152 681 699 238 856 266 700 490 715 968 264 381 621 468 592 963 895 217 599 993 229 915 608 941 463 976 156 518 286 253 697 920 827 223 758 251 185 210 916 864 000 000 000 000 000 000 000 000.
9. Сколькими нулями оканчивается число 51!?
Ответ. 12-ю нулями.

10.  Можно ли представить число 21 в виде суммы нескольких чисел, произведение которых тоже равно 21?

Решение.

Представим число 21 в виде произведения двух множителей:

21 = 3(7

Убеждаемся, что сумма этих множителей не равна 21:
3 + 7 = 10

Числа 3 и 7 – простые, дальше не раскладываются. Поэтому единственный выход – добавлять к сумме 3 + 7 такое слагаемое, которое может увеличить сумму, но не влияет на произведение. Это число 1. Получим: 
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     11 слагаемых
                 11 множителей
Ответ. Можно.
Обыкновенные и десятичные дроби

1. Расположите дроби 
[image: image9.wmf]10

9

; 
[image: image10.wmf]11

10

; 
[image: image11.wmf]12

11

; 
[image: image12.wmf]13
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  в порядке возрастания.

Решение.

Само задание по форме – самое обычное. Но оно будет выполнено гораздо быстрее, если найти дополнение каждой дроби до числа 1 и сравнить уже их. Чем меньше дополнение, тем больше само число.

Ответ: 
; 
[image: image16.wmf]11
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; 
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; 
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.
2. Вычислите.
[image: image19.png]



Решение.
[image: image20.png]
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3. Вычислите. 
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Решение.
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4. При каких значениях В верно равенство:[image: image27.png]
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?
Ответ. В = 5.

5. При каком значении К верно равенство:

[image: image31.png]((7+0,004-K):0,9):24,7—12,3= 77,7



?
Ответ. К = 498425.
6. При каком значении Р верно равенство?
[image: image32.png](1-0,021:0,06):(0,13-P) = (

22-(2




Ответ. Р = [image: image34.png]


.

7. Если из знаменателя вычесть числитель, то получится 2114. Найдите эту дробь, если после сокращения получили 
[image: image35.wmf]12

5

.

Решение.
1) 12 – 5 = 7  (разность знаменателя и числителя сокращенной дроби).

2) 2114 : 7 = 302 (во столько раз разность значений числителя и знаменателя сокращенной дроби меньше разности значений числителя и знаменателя несокращённой).

3) 5 ( 302 = 1510 (числитель несокращенной дроби).

4) 12 ( 302 = 3624 (знаменатель несокращенной дроби). 
Ответ: 
[image: image37.wmf]3624
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8. Сумма числителя и знаменателя дроби равна 4140. Найдите эту дробь, если после её сокращения получили число 
[image: image39.wmf]13

7

.

Решение.
Дробь до сокращения имела вид: 
[image: image41.wmf]х
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, где 4х + 13х = 4140. Тогда x = 207.

Ответ. 
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9. До конца суток осталось 
[image: image45.wmf]3
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 того времени, что уже прошло от начала суток. Который сейчас час?
Решение.

В данной задаче уместно использовать геометрическую модель.


[image: image46]

Из модели «видно» что сутки разбиты на 8 частей. Уже прошло 3 части времени, осталось ещё пять. Несложно подсчитать, что одна часть – это 3 часа. Это значит, что уже прошло 9 часов.

10.  Найдите значение суммы:  
[image: image47.wmf]256

1

...

4

1

2

1

1

+

+

+

+

.

Решение.

Вычисляя сначала «обрезанные» суммы, можно заметить, что мы приближаемся к числу 2, но на каждом шаге до двух не хватает последнего слагаемого:
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Тогда 
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Проценты

1. Петя купил два мяча. Первый из них на 50% дороже второго. На сколько процентов второй мяч дешевле первого?

Решение. 
Решим задачу с помощью модели. Дети смогут «увидеть» решение этой задачи.


[image: image51]
Аналитическое решение. Пусть первый мяч стоит x рублей, а второй y рублей, тогда x = 1,5y. Отсюда находим, что 
y = 2/3·x,
то есть число y составляет 
2/3·100% = 662/3% 
от числа x.
Таким образом, второй мяч дешевле первого на 100% − 662/3% = 331/3%.
2. Помидоры подешевели на 20%. На сколько процентов больше можно купить помидоров за те же деньги?

Решение.                                        
Пусть
А – сумма имеющихся денег;
х – цена 1 кг помидоров.
Тогда
А/х – 
количество килограммов, которые можно было купить первоначально.

Помидоры подешевели на 20%, значит, цена теперь равна 0,8х.
А/х – 100 %

А/0,8х – ? %
(А/0,8х) ( (100 : А/х) = 125%.
125 – 100 = 25%
 Ответ: на те же деньги можно купить на 25% больше помидор.

3. Верно ли, что число 40 на столько процентов больше числа 32, на сколько процентов 32 меньше 40?
Решение.
Выясним сначала, на сколько процентов число 40 больше, чем число 32.

Обратимся опять к модели:
 
[image: image52]
По модели можно «прочитать», что число 40 на четверть больше числа 32. Значит, число 40 больше числа 32 на 25%.
Теперь выясним, наоборот, на сколько процентов число 32 меньше, чем число 40. «Смотрим»:


[image: image53]
Число 32 на пятую часть меньше числа 40. Значит, число 32 меньше числа 40 на 20%.
Ответ. Нет, не правильно.

4. Числитель дроби увеличили на 20%. На сколько процентов надо уменьшить её знаменатель, чтобы в итоге дробь возросла вдвое?
Решение.
Пусть наша дробь имеет вид m/n.
Ее числитель увеличили на 20%, то есть в 1,2 раза.
Пусть при этом знаменатель дроби уменьшился в x раз.
Тогда должно выполняться соотношение:

1,2m/x·n = 2·m/n,
откуда
1,2/x = 2, x = 0,6.
Таким образом, знаменатель надо уменьшить в 0,6 раз. Другими словами, новый знаменатель потеряет 0,4 своей первоначальной величины, то есть уменьшится на 40%.

5. Весной Дед Мороз похудел на 20%, потом летом поправился на 30%, осенью похудел на 20%, а зимой поправился на 10%. Поправился ли он за год?

Решение.
	СНАЧАЛА
	ВЕСНА
	ЛЕТО
	ОСЕНЬ
	ЗИМА

	х
	0,8х
	1,3((0,8х)
	0,8(1,3((0,8х))
	1,1(0,8(1,3((0,8х)))


После преобразования выражения в последней ячейке получим: 0,9152х кг, что меньше первоначальных х кг. Значит, Дед Мороз похудел.
6. К числу 100 и числу 10 приписали справа цифру 1. Какое из чисел увеличилось на большее число процентов?

Решение.

После приписывания мы получим числа: 1001 и 101. 
Число 1001 составляет 1001% от числа 100, о число 101 составляет 1010% от числа 10. Первое число увеличилось на 901%, а второе – на 910%.

Ответ. Число 10.
Целые числа
1. Найдите сумму 
–1006 – 1005 –…– 1000 – 999 –…+ 1006 + 1007 + 1008.

Решение.
Так как 
–1006 + 1006 = –1005 + 1005= … = –1 + 1 = 0,
то рассматриваемая сумма будет равна 
1007 + 1008 = 2015.
2. Число а положительно, b – отрицательно, а c равно нулю. Каков знак числа ab + ac + bc?
Решение.

Учитывая «правило знаков», получим:
ab < 0;
ac = bc = 0,

значит:
ab + ac + bc < 0.
3. Может ли произведение двух целых чисел быть числом, противоположным одному из множителей?

Ответ. Да, это будет в том случае, когда один из множителей равен –1.

4. Для каких значений a неверно неравенство 3a > a?
Ответ. Для отрицательных чисел.

Задачи 

1. Белка каждые 5 мин с поляны, расположенной на некотором расстоянии от дупла приносит шишку в дупло. Найдите это расстояние, если известно, что без  шишки белка передвигается со скоростью 3 м/с, а с шишкой – со скоростью 2 м/с.

Решение.

За 5 минут = 300 секунд белка успевает преодолеть расстояние туда и обратно. Найдём, сколько времени она тратит на дорогу за шишкой.
Так как на поляну она бежит в полтора раза быстрее, чем обратно, то времени она тратит в полтора раз меньше, чем на дорогу «домой». 

Значит, временной промежуток надо разбить на 2,5 части. Одна часть – время на дорогу «туда», 1,5 части – время на дорогу «обратно». На одну часть приходится: 5 : 2,5 = 2 минуты. Именно столько времени занимает дорога за шишкой. Зная скорость, найдём расстояние:

2 минуты = 120 секунд

120(3 = 360 м

Ответ. 360 метров от дупла белки до поляны.

2. Коля и Вася одновременно стартовали на одну и ту де дистанцию. Вася пробежал всю дистанцию на 3 мин 45 с, а Коля – за 4 мин. Какова скорость каждого мальчика, если через 48 с после старта расстояние между ними было 20 м?
Решение.
Переведём время в секунды: 3 мин 45 с = 225 с; 4 мин = 240 с.

Пусть дистанция равна х м, тогда скорость Васи равна (х:225) м/с, а Коли – (х:240) м/с. Заметим, что Вася пробежал дистанцию быстрее, значит через 48 секунд именно он был впереди Коли на расстоянии 20 м.

Через 48 секунд Вася пробежал (х:225)(48 м, а Коля – (х:240)(48 м. 
Составим уравнение:
(х:225)(48 = (х:240)(48 + 20

Решая его, получим: 
[image: image54.wmf]3
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 м/с – скорость Васи, 
[image: image55.wmf]4
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 м/с – скорость Коли.
3. Соня прочитала книгу за 2 дня. За первый день она прочитала 0,2 количества страниц книги и еще 16 страниц, за второй день – 0,5 остатка и последние 16 страниц. Сколько страниц в книге?
Решение.

Будем решать задачу с конца. Так как Соня во второй день прочитала половину остатка книги и ещё 16 страниц, то значит, что 16 страниц – это половина того, что она прочитала во второй день.

[image: image56]

Получаем, что за второй день она прочитала 32 страницы. Возвращаемся в первый день. После того, как Соня прочитала 
[image: image57.wmf]5
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 часть книги, она прочитала ещё 16 страниц и оставила на второй день 32 страницы. Значит, эти 48 = 32 + 16 страниц составляют 
[image: image58.wmf]5

4

 всей книги. Тогда на 
[image: image59.wmf]5
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 приходится 48 :  4 = 12 страниц. Следовательно, вся книга состоит из 12(5 = 60 страниц.

[image: image60]
Ответ: 60 страниц.   
4. Поезд за 10 с проходит мимо столба, а за 25 с – через мост длиной 300 м. Найдите скорость поезда и его длину.

Решение.
Пусть длина поезда равна х м. Тогда условие «поезд за 10 с проходит мимо столба» можно переосмыслить так: поезду требуется 10 с, чтобы пройти расстояние, равное его длине. Тогда его скорость равна 
[image: image61.wmf]10
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 м/с.
Давайте разберёмся, что значит условие: «поезд за 25 с проходит мост длиной 300 м». За это время поезд въезжает на мост (первый вагон) и полностью с него съезжает (последний вагон), то есть проходит путь (300 + х) метров. Тогда его скорость равна 
[image: image62.wmf]25
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 м/с.

Так как скорости равны, получим: 
[image: image63.wmf]10
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. Отсюда х = 200 м.

Ответ. Длина поезда 200 м, его скорость – 20 м/с.
5.  В одной семье было много детей. Семеро из них любили капусту, шестеро – морковь, пятеро – горох. Четверо любили капусту и морковь, трое – капусту и горох, двое – морковь и горох. А один охотно ел и капусту, и морковь, и горох. Сколько детей был в семье?

Решение. 

Задача довольно просто решается с помощью кругов Эйлера. Числа, данные в задаче, отмечены жирным шрифтом. Остальные числа высчитываем, начиная от середины диаграммы.

[image: image64]
Считая числа внутри секторов, получаем 10 детей.
7 класс
Приёмы устного счёта 
Приёмы устного счёта в седьмом классе основаны, как правило, на применении формул сокращённого умножения. Рассмотрим некоторые из них.
1. Формула разности квадратов: а2 – с2 = (а – с)(а + с). Например, 

32(28 = (30 + 2)(30 – 2) = 302 – 22 = 900 – 4 = 896
2. Возведение в квадрат числа, запись которого оканчивается на 5. Любое такое число можно записать в виде 10а + 5, где а – полное количество десятков. Тогда:

(10а + 5)2 = 100а2 + 100а + 25 = 100а(а + 1) + 25

То есть, чтобы возвести такое число в квадрат, надо количество десятков а умножить на следующее за а число и «приписать» к полученному числу 25. Например, 1052 вычисляем так: 10(11 = 110. Искомое число 11025.
3. Быстрое умножение двузначных чисел, близких к сотне. Такое число можно записать 100 – а, где а – дополнение числа до 100. Возьмём два таких числа и перемножим:

(100 – а)( 100 – с) = 100(100 – (а + с)) + ас

То есть, чтобы умножить два числа, близких к сотне, нужно из ста вычесть сумму их дополнений и приписать к результату произведение их дополнений. Например, возьмём числа 96 и 93. Дополнения соответственно равны 4 и 7, их сумма равна 11, произведение – 28. Получим

96(93 = (100 – 4)( 100 – 7) = 100(100 – 11) + 28 = 8928. 
4. Вычислите устно:
а) 98( 100;
    б) 952;
в) 92(95
Рациональные числа и дробно-рациональные выражения
1. Докажите равенство: 
[image: image65.wmf])
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2. Докажите, что рациональное число 
[image: image66.wmf]5
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  можно представить как конечную сумму различных дробей с числителями, равными единице. 

Решение.  

Воспользуемся доказанной выше формулой, которую будем применять столько раз, пока все члены искомой суммы не станут различными:
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Делимость целых чисел
1. Докажите, что число n4 + 4 составное для любого целого п, не равного (1.
Решение. 

Представим число n4 + 4 в виде произведения двух множителей и покажем, что ни один из них не равен (1. Имеем:

n4 + 4 = ((п2)2 + 4п2 + 22) – 4п2 = (п2 + 2)2 – 4п2 = 

= (п2 + 2 – 4п)(п2 + 2 + 4п)
2. Найдите все целые n, при которых дробь 
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целое число.

Решение.
[image: image71.png]
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Ответ. При n = 0 дробь будет целым числом.


3. Докажите, что уравнение x2 + 1 = 3y  не имеет решения в целых числах.

Решение.

Предположим, что такое решение есть. Тогда левая и правая часть уравнения будут целыми числами. 

Так как правая часть уравнения делится на 3, то левая часть (x2 + 1) тоже должна делиться на 3. Это будет в том случае, если x2 при делении на 3 будет иметь остаток 2. Но несложно проверить, что таких чисел не существует. Значит, данное уравнение не имеет решения в целых числах.
4. Квадратом какого числа является число 2013(2014(2015(2016 + 1?
Решение.

Обозначим число 2014 через а. Получим:
(а – 1)а(а + 1)(а + 2) + 1 = (а – 1)(а + 2)а(а + 1) + 1 =
= (а2 + а – 2)(а2 + а) + 1 = (а2 + а)2 – 2(а2 + а) + 1 = 

= (а2 + а – 1)2.


Искомое число а2 + а – 1 равно 2014(2015 – 1 = 4 058 209.

5. Разложите многочлен х5 + х + 1 на множители.

Решение.
х2(х3 – 1) + х2 + х + 1 = х2(х – 1)(х2 + х + 1) + (х2 + х + 1) = 

= (х2 + х + 1)(х3 – х2 + 1) 
6.  Докажите, что сумма кубов трёх последовательных целых чисел делится на 9.
Решение.

Обозначим три последовательных целых числа через а – 1, а и а + 1. Запишем данное в условии выражение и преобразуем его:
(а – 1)3 + а3 + (а + 1)3 = … = 3а3 + 6а = 3а(а2 + 2)

Дальше возможны такие варианты:

а) Число а делится нацело на 3. Тогда полученное произведение делится на 9.

б) Число а делится на 3 остатком. Тогда оно может быть записано:

а = 3с + 1 
или
а = 3с + 2


В любом из этих двух случаев число а2 будет иметь остаток 1 при делении на 3. Это значит, что число (а2 + 2) будет нацело делится на 3. А следовательно, число 3а(а2 + 2) будет нацело делиться на 9.

2.4. Описание и результаты экспериментальной работы
Гипотеза исследования заключается в предположении о том, что если на уроках математики в средней школе вести работу по решению задач повышенной сложности, то такая работа будет способствовать развитию у школьников познавательных учебных действий, формировать сознательное овладение основным содержанием курса математики.
Для доказательства выдвинутой гипотезы на базе школы № 51 г. Томска был проведен психолого-педагогический эксперимент, цель которого: изучить специфические особенности и пути усовершенствования процесса обучения школьников решению задач повышенной сложности.

Задачи экспериментальной части исследования:

· включить в практическую работу с детьми решение задач повышенной сложности;
· диагностировать уровень сформированности умения у детей 6 класса решать задачи повышенной сложности;
· сделать выводы по проделанной работе и полученным результатам.

База для экспериментального исследования: учащиеся 6 «В» класса МАОУ СОШ № 51 в количестве 20 человек. А класс 6 «Б» был контрольным классом.
Эксперимент длился с января по апрель 2016 года. В течение этого времени экспериментальный класс в ходе учебно-воспитательного процесса получал дополнительные задания на уроках математики в виде задач повышенной сложности.

Сравнительный анализ полученных данных по итогам написанной итоговой работы позволяет сделать вывод о том, что уровень освоения материала в 6 «В» стал выше, чем в 6 «Б».
 Итоги  школьной математической олимпиады показали, что уровень умения решать задачи повышенной сложности в исследуемом нами классе стал выше. 

Таким образом, подведя итоги нашего исследования, имеет смысл отметить следующее. Результаты проведенного нами исследования доказывают истинность высказанной нами гипотезы: если на уроках математики в средней школе вести работу по решению задач повышенной сложности, то такая работа будет способствовать развитию у школьников познавательных учебных действий, формировать сознательное овладение основным содержанием курса математики.
У учащихся возрос интерес к математике, повысилась активность на уроках и во внеклассной работе при такой организации работы. Дети перестали бояться незнакомых задач.
По истечении эксперимента у учащихся были собраны отзывы. Конечно же, все они были разные. 
Вот некоторые из них:
«Мне нравилось решать нестандартные задачи, хотя некоторые были очень сложными. Легкие задачи тоже необходимы, потому что с ними справлялись все, даже те ребята, которые плохо учатся, что вселяло в них надежду на успех». 

  «Уроки по решению нестандартных задач очень мне помогли. Я стала увереннее себя чувствовать на уроках математики. Среди задач встречались очень трудные, но были и детские задачи».

«Мне очень нравятся уроки решения нестандартных задач, потому что я всегда с ними справляюсь».
«Нестандартные задачи – очень интересная штука. Можно проверить эрудицию и мышление не только свое, но и своих родителей. Среди задач  есть очень сложные, над которыми можно «поломать» голову».
«Я очень люблю урок решения нестандартных задач, потому что люблю решать трудные задачи».

« Нестандартные задачи мне очень нравятся. Они хороши тем, что они и по темам и не по тем темам, которые мы изучаем на обычных уроках математики. Но думаю, что легкие задачи можно убрать, чтобы они не отвлекали от решения более сложных задач».
«…конечно, трудные задачи я решить сам не могу. Но мне очень нравилось просто решать задачи, я  всегда решал такие задачи с удовольствием. Я был рад, когда мой способ отличался от способов решения других учащихся…».
Заключение
Над проблемой создания методики обучения решению задач по математике работали многие ведущие педагоги всех времен. По сей день эта проблема является одной из актуальнейших. Решение задач – довольно сложный процесс, при описании которого невозможно учесть все его многообразие. Именно в связи с этим необходимо привить школьникам интерес к решению задач, и не просто научить решать типовые задачи, а научить  выделять главное, анализировать, рассуждать, составлять план, находить аналогии и т.д. 

Данное теоретическое исследование было направлено на выявление различных методических приемов, направленных на обучение учащихся решению нестандартных задач.

К таким приемам относятся: использование заинтересованности учащихся;

задачи для решения должны быть посильными для учащихся соответствующего возраста.

Экспериментальная проверка, проведенная на базе СОШ МАОУ № 51, показала, что предложенная система работы   способствует развитию интереса к математике, появлению азарта при решении нестандартных задач и, кроме того, в экспериментальных классах изменилось в лучшую сторону отношение к учебе в целом и к математике, в частности. Гипотеза исследования: «если на уроках математики в средней школе вести работу по решению задач повышенной сложности, то такая работа будет способствовать развитию у школьников познавательных учебных действий, формировать сознательное овладение основным содержанием курса математики» нашла полное подтверждение в эксперименте.

Задачи повышенной трудности играют роль связующего мостика между классной и внеклассной работой. Они служат хорошим материалом для выявления наиболее способных к математике учащихся, для дополнительных заданий, как в школе, так и дома.

Последовательное применение таких задач как на уроках так и во время внеклассной работой позволит учителю добиться значительных успехов в развитии математических способностей отдельных учащихся и всего класса в целом.

Материалы, представленные в данной работе, можно использовать на уроках математики в 5-7 классах, математических кружках и факультативных занятиях.
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